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PREFAZIONE DELL’AUTORE

Questo lbro pud leggersi con la stessa facilitd con
In quale st legge un romanzo. Ho preso alla letiera il
consiglio di Chasles che raccomanda di scrivere
« per l'uome della strada ».

Mt somo sforzalo di scrivere una leoria elemeniare
dellanalisi, pariendo dalla nozione di accrescimento
constderato come sinonimo di derivaia,

Evideniemente non si tratia qus dell'ordine d'incre-
mento considerato nella teovia delle funsioni, wia del-
Paccrescimento nel senso volgare della pavola.

E infatti indubitabile che Vaccrescimenio di un
arbusto in un dato istanle, ed espresso in mietri al-
Panno, 2 esailamenle la devivata della sua allezsa ri-
speito al tempo.

Utilizzo cosl delle nozioni  differenziali che tutl-
posseggono intuitivamente: pendensa ed altezsa; ingrasé
samenlo ¢ peso; velocitd e spazio; arricchimentio ¢
patrimonio.

Si vede che non esito a ricorrere ad esempi concreti,
volgari se si vuole, ma cke sono dei veri esempi che
st possono sotioporre a calcolo 2 non dei semplici
paragoni.
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Dail punto di vista della scriltura metto in evidenza
soltanto Uincremento della variabile, che scrivo 1N,
Ne deduco Iincremento della funzione ¢ moltiplico
guesto per N pey otienere la derivala.

Questa scritiura, € cui carallere ariimetico facilita
I'intendimento, presenia dei vantaggi specialmenie pey
derivare direttamenie Iz funzioni circolari ed sspo-
nenziali. E siccome non ho ricorse alla notazione
differensiale che dopo un esteso studio dellz derivate,
non faccio del resto che conformarmi ad un uso press'a
poco generale,

Avendo cost reso facile i calcolo, mi sono adoperato
per renderlo ativaenie, evitando ogni rigore aggressivo.

Nelle opere matemaiiche moderme si esagera forse
un po’ troppo aridild ¢ Vausteritd. Gii autors antichi
erano forse pi fantasiosi ¢ famigliari,

« Amico, se iu possiedi la saggezza, metli gran cura
nel calcolare o quanto ammontava la mollitudine des
buos del Sole che un tempo nelle pianure della Trina-
cria pascolavano ripartiti in quatiro mandre di colore
differenie.. ... . ».

Cost si esprimeva il divino Archimede nell'esporre
Penunciato del « problema dei buoi »,

Oggi lo stesso problema sarebbe posto in modo ben
diverso: nienfe planure nd mandre, snienle  buoi
bionchi, meri, bruni o persati, ma wuno scheletrico
sistema di 7 equarions a 8 incognite accompagnale
da una condizione supplemeniare.

Cosl 4 nosiri disgraziats ilapini sono privati del
sole, della natura ¢ della poesia persinoe negli enun-
ciati dei problems.
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Senza voler conivaflare la manieva degli antichi,
ko cercato dei problemi concreii: il problema del bar-
cone, quells delle api, il probiema della casseruola,
che mi sembrano di natura tale da intevessare it
da vicinto il letiore menive in pari fempo lo rassicurano,

Mi sembra che un buon alunno di scuola primaria,
dotato di qualche rudimento d’algebra & geometria,
possa leggere wlilmenie gquesto libretto.

5§ insegnava ai Politecnici, or & un secolo, ¢id che
ora sYinsegna nelle scuole professiomali. Immagino
cke fra un altro secolo sl corso dell’ ¥ comincerd col
caleolo differenziale assoluto e che nslle scuole profes-
stonali si insegnerd Uanalisi delle funsioni delle varia-
bili complesse,

Allora bisognerd beme che Vanalisi clementare sia
professaia in qualche luogo. Per forza di cose ne erve-
diterd la scuola primaria.

Come fard §I maesiro per insegnare Uintegrazione
e scolari di dodici anni?

E probabile che insegnamsnio primario dell’ analisi
somighierd molio all'insegnamento primario della ma-
lematica; solo che, tnvecs di spartive delle forte, il
masestro fard crescere degli arbusti immaginarii, in-
grasserd dei montoni convensionali, integrerd dei
patrimonii illusorii e, siateme cevli, si fard capire.

Ed ora, coriesi Leitors, ms rivolgo a voi,
Quanio espongo in quesio Hbro & alla poriaia di
gqualsiasi scolaro del prossimo secolo,
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Non dite che & troppo difficile per voi: somo certo
che avele affervato dei concelts ben pifs oscuri.

Se capite ques romanzi moderni la cus frase, un po'
velata, non palesa i suoi segreti che alla seconda letiura,
leggerete il mio Libro con facilitd.

Sono pure sicwro che ammirate talora quei quadri
moderni d’avanguardia il cwi significato gquasi non
varia, guando N voltiate con le pambe per aria. Pa-
ragonali @ questi rebus, le mie figure geomelyiche vi
appariranno d'una semplicitd infantile,

Infine, come chiungue, avrste press'a poco compreso
perché il metvo non vale sempre un mietro, perchd Ia
Hra, il franco, la sterlina nom valgono sempre una
liva, un franco, una sierlina, ¢ ne ho concluso che
siete maluri per acquisiare o nozéone di variabile
dipendents.

Credetewni, coviesi Lettori, tlutlo gquanio conliene
questo libretio & in voi ¢ polveste scoprivio unicamente
interrogando il vostro buon senso.

Peymeltetemi di atutarvi.

InG. GUsTAVO BESSIKRE



PREFAZIONE
ALLA PRIMA EDIZIONE ITALIANA

Quesio Iibretio pud venire gindicalo pis 0 meno bene
a seconda del punio di visia dal quale lo si considera.

Un matematico, anche senza essere un purista, lro-
verd forse che, per semplificare, UV Autore ha talvolta
sacrificato il rigove indispensabile per gquesto genere
d’argomenti ¢ che, pure cot diversi lievi ritocchi ap-
poviati nella traduzione, §i libvo comserva il swo di- -
fetto d'origine dt volere volgarizzave troppo a buon mer-
calo, in modo non semnpre conciliabile col pensiero ma-
temalico.

Siamo psi che perfettamente d'accordo, ma non bi-
sogna neppure cvedeve che VAulore, non matematico
come si dichiara, abbia volulo vijormare l'insegnamento .
del calcolo infinitesimale; o scopo dell’ Aulore & un aitro
e precisamente di dave di quest'ullimo un'idea pits o
meno precisa a gues Lettors che non si sentono di aprive
un vero ivatiato, sta perché non somo abbastanza pre.
parvali per gustario, sta perché non hanno Uinlentione
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- d$ approfondirss in materia, sia perchd rilengono suf-
ficente alla lovo cultura ed as loro bisogni pocke parole
alla buona, senza pretese. E la ragions per cui 41 li-
bretio probabibmenie appagherd invece il profanc e forse
anche lo divertird, ad esempio col graztoso problema
delle aps, senza troppo, come dice I'Autore, affali-
carghi le menings.

Ed & appumto per guesto ch'esso 2 stato tradotio.
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CAPITOLO PRIMO

NEL QUALE IL CORTESE LETTORE

E PREGATO DI NON FARE SFORZ1

INUTILI PER CAPIRE GI0 CHE ©k
EVIDENTE

1. Difficolth che si incontrano nel com-
prendere una cosa troppo semplice, — Tl cal-
colo differenziale ed integrale presenta, come tutte
le scienze, degli sviluppi la cui difficoltd & grandis-
sima. In compenso esso & nei suoi principi essenziali
d’una scmplicitd che sconcerta. Nom sl osa quasi
credere ch’esso sia cosl semplice.

Il principiante che sl prepara ad esplicare chi
sa quale faticoso sforzo cerebrale, mira troppo in
alto, fallisce il suo scope e, sgomentato, si rassegna
ad imparare press'a poco & memoria, finchd un
giorno, con l'ajuto della pratica, riesce a capire da
solo ¢id che una maldestra pedagogia gli aveva
fino allora nascosto: egli & che non esiste alcuna
scienza, per quanto elevata, che non trovi la sna
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origine nelle cose, ¢ che basta vedere in modo sem-
plice per vedere chiaramente,

Benché escogitato in gran parte con scopi astro-
nomici, il calcolo differenziale ed integrale pud ve-
nire spiegato, proprio come l'aritmetica elementare,
con l'ajute d'esempi famigliari. Quella stessa verita
che regge il movimento degli astri, la troviamo al-
quanto pilt accessibile intorno a noi, nell’acqua che
scorre, nella strada che monta, nella pianta che
cresce, brevemente: in ogni grandezza che varia.

Questo modesto libretto vi insegnerd delle belle
ed attraenti cose, ma, per comprenderle, & essenziale
di non fare sforzo alcuno che impedisca di vedere
in modo semplice. Leggete lentamente, poco alla
volta, meditate, rileggete, metteteci tutto il tempo
necegsario, insomma digerite bene.

Ben presto si risveglierd la vostra curiosita ed
allora proverete quella gioia d'imparare che ¢ la
condizione prima per assimilare rapidamente ¢ con
profitto. Se, malgrado tutto mon capirete molto
bene qualche punto alla prima lettura, non v'arre-
state, vi ritorierete sopra pid tardi; e sopratutto:
non vi scoraggiate; seguite il consiglic di d’'Alem-
bert: « andate avantd, la fede verraos.

2. Sotto nomi differenti, non parleremo che
di una 8ocla cosa: la grandezza, — Ecco qui un
unomo: ad un tempo padre di suo figllo, figlio di suo
padre, nipote di suo zio, zie di sno nipote, forni-
tore dei sueoi clienti, cliente a sua volta dei suoi
fornitori, ece. ece.



Nel quale il cortese lettore, ecc. 5

Sotto qualunque veste noi lo congideriamo, qua-
lungque sia la parte ch'egli fa in questo mondo, &
pur sempre ed unicametite mn uomo.

Impiegheremo in questo libretto dei nomi ben
differenti, ad es.: funzioni variabili, costanti, deri-
vate, integrali, per indicare sempre, sotto aspetti
differenti, una e medesima cosa: la grandezza.

Vedremo infatti che la maggior parte delle gran-
dezze che conosciamo sono, se le consideriamo ben
da vicino, delle variabili. E vedremo anche che una
variabile & ad un tempo funzione delle grandezze
da cui dipende, integrale delle sue derivate, derivata
dei suoi integrali, e cosl via.

Impareremo pill avanti il significato preciso di
tutti questi vocaboli « di colore oscuros, ma in-
tanto ¢ teniamo assai a stabilire, nna volta per
sempre, che sotto tali nomi non si nascondono in
definitiva che delle grandezze e per conseguenza dei
numeri,

3. Grandezze costanti ¢ grandezze variabili.
— La matematica, ha detto Bertrand Russell, ¢ una
scienza nella guale s'ignora di che cosa si parla
e nella quale non si sa se cid che &i dice sia vero.
Senza prendere troppo alla lettera questo tratto di
spirito, dobbiamo riconoscere ch'esso risponderebbe
per noi alla veritd se non attiribuissimo alle con-
venzioni che seguirantio una capitale importanza.

Prima di studiarle, le grandezze vengono classi-
ficate in duve categorie: le grandezze costantl e le
grandezze variabili.

2. = G. Bessiimy,
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8i dicono costanti quelle che conservano sempre
lo stesso valore.

Per esempio la distanza da Milano a Torino,
T'altezza del Duome di Milano, sono delle costanti.
Parimenti, il rapporto della citconferenza al dia-
metro & una costante,

Nei calcoll che faremo impiegheremo delle co-
stanti, talvolta anche senza sapete con precisione
¢id ch'esse rappresentano; ma quel che sappiamo &
che resteranno ¢ostanti in tutto il mostro caleolo.
Ecco qui il mezzo grafico per riconoscetle: Le
grandezze costanti saranno rappresentate dalle prime
Tetteve dell’aifabeto: a, b, ¢, d; oppure A, B, C, D, ecc,
Tenetelo ben a mente,

81 chiamano invece variabili quelle grandezze che
possono assumete different valori.

Per esempio la temperatura d’un corpo, la pres-
sione del vento sopta un ostacolo, la velocith di
un treno in marcla sono tante variabili, Bisogua
imparare & riconoscere le wvariabili: Le grandeczze
vaviabili somo vappreseniate dalle wltime leltere del-
Palfabeto: w, v, %, 9, 2, oppwre U, V, X, Y, Z,
Non dimenticatelo, polché & essenziale,

§i chiama algoritmo di una teoria il modo di nota-
zione adottato nell’esporla, clod il significato dei
segni e delle lettere impilegate; brevemente: la
scrittura algebrica.

In base a quante abbiamo detto, i1 termine
4ab’xy* & un prodotto, i cui fattorf sono:

il fattore numerico 4, naturalinente costante;
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i fattori costanti a e b?;
i fattori variabili » e .

Impareremo a conoscere gli altri segni dell’algo-
ritmo analitico man mano che si presenteranno.
Ricordiamo sopratutto la distinzione fondamen-
tale fra le costanti a, b, ¢, d... e le variabili s, y,
0, %4, ¢...

4, Valore definito e valore indefinito di una
variabile. — Quando si scrive # 0 y oppure z bi-
sogna pure immaginarsi 1 significati possibili di
queste lettere, che rappresentano, come abbiame
detto, delle vatiabili,

Quando scriviamo: la variebile x, possiamo, a
nosiyo piacimento, supporre che si tratti d'un solo
dei valori di # {valore definito) oppure dell'insieme
di tutti i valori di # (valore indefinito). Qualche
esempio servird a chiarire questi concetti.

Quando pario della portata del Po, sl tratta evi-
dentemente di una grandezza varlabile, per cui la
rappresenterd con x o y oppure z (ultime lettere
dell’alfabeto). .

Indichiamola con ». Se io dico: il Po ha in questo
momento una portata di x metrl cubi al seconde,
non si sa se io parlo della portata a Torino, a Pia-
cenza oppure a Ferrara. Bisogna quindi intendere
che » rappresenti tutta uma collezione di valori
indicanti la portata del fiume nei differenti puati
del suo percorse; x & cioé un valore indefinito non
definito).
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Ma se o dico: il Po, a Torino, ha in questo mo-
mento una portata di »# metri cubi al secondo, sl
tratta evidentemente d'un valore particolare di #,
d'un valore definito,

Cosl ge chiamo y 1%etd 3i un nomo, y rappresenta
un valore indefinito o generale costituito da tuiti
1 numeri compresi fra 0 anni ¢ la sua eth attuale.

Ma posso anche precisare dei valori particolari
di y; posso dire, per escmpio, che quest’uomo
aveva:

0 anni nel luogo di nascita;

zz anni quando uscl dall'Uriversita;
= 30 anni quando sl sposd;

= 60 anni quando diventd nonno.

- e
|1

‘1) valore generale di y & costituito da tutti i
valori particolari di y. Meditate a lunge questo
capitolo prima di passate al successivo.



CAPITOLO I1

LE FUNZIONI

5, Che cosa é una funzione, — La portata del
Po dipende dalla distanza compresa fra la sorgente
del fiume ed il punto nel quale la portata viene mi.
surata; P'etd dell'vomo considersto alla fine del
capitolo precedente dipende dal millesimo dell’anno
considerato; la lunghezza d’una sbamra di ferro
dalla sua temperatura, il quadrato d'un numero
dipende da questo numero, ecc.

Qualsiasi grandezza che dipende da wn'altra gran-
dezza & funzione di guestultima.

In questa definizione mon c’¢ altro di nuovo che
lidea di dipendenza:

1° Uaa funzione & una grandezza;
2% Una funzione & una grandezza variabile;
3¢ Essa dipende da un'altra grandezza.

Quando indicherete una funziome, abbiate cura
di agglungere di che cosa.
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Se io dicessi: I'altezza d’un arbusto ¢ una fun-
zione, I'informazione sarebbe insufficiente,

B come se Qicessi: I'altezza d'un arbusto dipende
da qualche cosa, senza agglungere da che cosa di-
pende,

Dird dunque: l'altezza d'un arbusto & funzione
del tempo (ciod dipende dal tempo); allora non ¢'&
pitt dubbio alcuno,

6. La funzione y la variabile ». — Quando
due grandezze dipendono l'una dall'altra, si pud
considerare a piacimento la prima come funzione
della seconda o la seconda come funziome della
prima,

Ma & uso Adi chiamare funssone la grandezza che
costituisee l'oggetto di studio e di chiamare varia-
bile quella che fa una poarte accessoria.

Quando considero la funzione altezza di un ar-
busto che dipende dal tempo, il mio scopo non &
in generale di misurare come fugge i1 tempo per
mezzo delle variazioni dell’arbusto, bensi di misu-
rare le variazioni delli’arbusto con 1'atuto del tempo.
Chiamerd dunque funsione 'altezza dell’arbusto, e
chiamerd varighils il tempo,

# consuetudine indicare con y la funzione e con
# la variabile,

Chiamerd quindi y 'altezza dell'arbusto ed # it
tempo. Dird che a » anni I'arbusto misurava y metri
d'altezza, e dird che y & una funzione di x; cio si
scrive: ¢ == f (x) e si legge: y & eguale a nna fun-
zione di ».
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7. Alcune semplicl funzioni e Ia loro rap-

presetitazione geometrica, — Immaginiamo un
albero che cresca di un metro all'anno.

All'eta di un anno misurerd un metro.
A 2 anni, 2 metri.

A 3 anni, 3 metri,

E ad x anni, & metri,

Se ora chiamo y l'altezza in metri ed # 1l tempo
in anni, questi due numeri saranno sempre eguali
tra lero, poiché I'albero avra sempre fanti metri
d'altezza quanti sono i suoi anni, e si avrd: -

Yy = %

€ questa la funzione algebrica che rappresenta
I'altezza dell’albero.

Vediamo la rappresentazione geomettica di que-
sta funzione nella fig. 1. Su Ox (detto asse delle a-
scisse) si portano a partire da sinistra e verso destra,
gli anni: 1 anno, 2 amni, ecc.; rappresenteramo
ad esempio, il tempo di 1 anno con la langhezza di
1 centimetro,

Su Oy {detto asse delle ordinats) i portano dal
basso in alto i metri: 1 metro, 2 metri, ece.; adot-
teremo, ad esempio, la scala di 1 : 100, & quivdi
rappresentertemo la langhezza di 1 metro con quella
di 1 centimetro.

Per tutti questi punti si conducono le parallele
agli assi, e si contrassegna con una lettera ciascun
punto di intergsezione:
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per 1 anno, 1 metro; punto A;
per 2 anni, 2 metri: punto B;
per 3 anni, 3 metri: punto C, ece,

3

m

3
‘é%*t

-l

o
4
3im
2
1

€
1anno 2anni 3. 4. Sanni
Fig. 1.

1 i La linea OM, che riunisce i punti A, B, C... cosi
ottenuti, rappresenta graﬁcamente la funzione « al-
tezza della planta »,

Spesso la linea che & rappresentazione grafica di
una funzione chiamasi il diagramima della funzione.
Nel caso i esame il dlagramma & una retta,

Invece d’un alhero che cresce 3 un metro all’anao,
avremmo potuto congiderare il caso di un polle che
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ingrassa di un chilogrammo all’anno {Gg. 2), e
avremmmo di nuovo trovato:

y = %

" "Ranno 23 2 5

Fig. 2.

Potremo anche considerare un patrimonio, che
parte da zero ed aumenta @i 1 lira al giorno. Chia-
mando y il patrimonio ed s il namero dei giomi,
avremo ancora’

y = %
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C'¢ dunque interesse a stndiare la funzione y = 2,
poiché i risuitati del nostro studio sl potranno ap-
plicare a questi tre differenti casi ed a tanti altri
ancora.

Costruiamo nella fig. 3 la tetta che rapprescnta

- .Y

X
+2 == ==
X
- y
24 o/ x

_____ -2

Fig. 3.

la funzione y == ¥; essa pud altrettanto bene adat-
tarsi al caso della pianta, a quello del pollo, a
quello del patrimonio, e pud rappresentare anche
una qualsiasi altra grandezza che vari nello stesso
modo.

Si osserverd che a del walori negativi di ¥ corri-
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spondono dei valori egualmente negativi di 4. 11
significato della linea & quindi pli generale di quello
dei casi concreti pid sopra esposti.

8. Altri esempi. — Una pianta potrebbe cte-
scere di 2 meiri all’anno, con che ia sua altezza in
wmetri sarebbe il dopplo del numero dei suoi anni,
ciot y — 2x, Avremo dungue:

a 1 anno y =2 metri (punto A);
a 2z anni y == 4 metri {punto B};
a 3 anni y == 6 metri (punto C);
e ad ¥ anni y = 2r metri {linea OM).

La funzione y == 2x & rappresentata graficamente
nella fig. 4; nella fig. 5 si & completato il diagramma
tracciandone anche quella parte che corrisponde
a valori negativi delle variabili:

pPer x =—1 ¥ = -—2 (punic ();
per x =—2 y=—4 (punto D), ecc.

E dunque utile studiare la funzione y —22; lo
stesso satebbe i ¥ — 3& e di ¥y = 4%, e, pilt general-
mente, di ¥ = ax (dove la lettera 4, non dimenti-
chiamolo, rappregenta una costante, cooé un nu-
mero invariabile).

In generale’ qualungue espressione algebrica che
contiene x dipende da x ed & funzione di ». Cosl
sonto funzioni di x le seguenti:
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y=3% + 5,

¥ = 4% — 2%,

y=ax™ + by + ¢,

y == afx + b,

¥y = a7,
Y M
6|m. - _ _
4{m _

t‘ .

i -2 10 Z4
m. '

Xz
012 Famm  DF---[4
Fig. 4. Fig. 5.

Studiare le proprietd delle funzioni df » vuol dire
studiare le proprietd di tutte le espressioni possibili
contenenti =z,

8i vede che il campo & vasto, ma si pud dare fa.
cilmente qualche concetto generale.
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9. Funzioni continue e funzioni discontinue.
— L’altezza d'una pianta & una funzione del tempo.
Ora, una pianta cresce per gradi insensibili; essa
non pud passare brnscamente dall’altezza di 3 me-
tri all’altezza &i 4 metri; anche se crescesse in
modo rapidissime, Paltezza deve passare per tulti i
valori intermedi. Questa altezza & quindi una fun-
zione continua del tempo.

Y

N | |
| .
1

H
&

=58

T - 2

0

Fig. o.

Al contrario, V'altezza d'un pilastro di mattoni
in costruzione & una funzione disconfinua del tempo,
poiché essa nom pud aumentare che dello spessore
d'un mattone per volta e mai meno (fig. 6).

Una funzione ¢ continua quando non pud passate
da un valore ad un altro senza prendere tuiti i
valori intermedi, Essa & invece discontinua nel
caso contrario.

10. Funzione crescente e funzione decre-
scente. — Una funzione € crescente quando varia
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tello stesso senso della variabile; & decrescente nel
easo contrario. Presto degli esempi;

L'altezza d'nna pianta che eresce & funzione d'una
variabile che & il tempo.

L'aftezza aumenta quando il tempo aumenta, la
funzione e la vadabile vanno nello stesso senso:
ecco nn esempio di funzione orescente.

Fig. 4.

Essa & rappresentata mella fig. 7 da una linea
« che montas,

L’altezza di una candela che brucia dipende pure
dal tempo, ma vatia in senso jnverso; quando il
~tempo aumenta la candela si accorcia, clod la sua
altezza diminuisce; la funzione e la variabile vanno
in senso inverso: ecco un esempio di fumzione de-
erescente. 1I suo diagramma discende (fig. 8).

Infine nna funzione pnd essere ora crescente ora
decrescente, come & della statura umana,
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Nella gioventd la statura aumenta quando it
tempo aumenta: la funzione & crescente, Nella

!

Fig. 8.

Fig. 9.

veechiaia la statura diminuisce gnando il tempo
aumenta: la funzione & decrescente (fig. o).

Rivolgiamoel & degli esempi algebrici:
Quando x» aumenta, il suo doppio aumenta;
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dungue la funzione g == 2y & crescente, poiche y
{ciod la funzione) e » (la variabile) variano nel me-
desimo senso,

Parimenti la funzione y == 3 & crescente, perché
il triplo di » varia nello stesso senso di »,

Al contrario, la funzione

y = —

x

& decrescente, perchd se x aumenta, la sua inversa
1/ diminuisce.

Costrulamo qualche diagramma per mostrare la
cosa graficamente.

Per costmire la linea ¥ — 34 porto sull’asse delle
asclsse i valori di », ciod ¥ =1, » = 2, ¥ = 3, ecc.
(fig. 10).

Osservo che per x =:1 la funzione y = 3» as-
sume il valore

y=3 X 1=3;

per ¥ = 2 la funzione diventa y = 3 X 2 = 6;

per & == 3 ottengo y =g.

Ho ora i tre valori di y che sono 3, 6 e g. Li porto
sull’asse delle ordinate e tirando le corrispondenti
patallele, ottengo i punti del! diagramma.

Si vede ch'esso monta, cid che & naturale poiché
la funzione & crescente.

Vi sara facile costruire analogamente il diagramma
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della funzione g = 4¢, indicato dalla figura 11
(per x =— 1 sl porta ¥y = 4 e cosl via),

Rappresenteremo infine la funzione y = 1fs,
limitandoel a considerare i valori positivi della va-
riahile (figura 12).

Y oy
12
Y

2 s
6

4l.
3 L
0 . ol 2L

Fig. 10, Fig. 11,

Portiame come sempre le r orizzontalmente: 1,
2, 3, 4, ecc. e le y verticalmente; 1 corrispondenti
valori di y sono: 1, 1, 3, 1, ecc. Infatti per x — 1
la funzione y = 1fx assume il valore ¥ = 1/1 = 1;
per x == z 8i ha y == 1/2, ece,

Tracciamo il diagramma; sl vede ch'esso discende
(infatti la funzione & decrescente).
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Questi esempi mettono in luce che lincremento,
o variazione &i una funzione, dipendente da un au-
mento della variabile, ¢ talvolta positive, talvolta
negativo, ora piiy grande, ora pid piceolo, Lo studio
dell'incremento & molto importante, e di esso si

Y

A
2 1 1 1 . p
3 i3 5__F & g
0———=23 2 5 & 7 3

Fig. 12.

occupa l'analisi. Possiamo dire che mentre in arit-
metica e in algebra si misurano le grandezze, in ana-
lisi si misurano le loro variazioni od Incrementi.
Quest'ultimo & il compito del presente lbretto.
Rileggete due volte questo capitolo; gnadaguerete
del tempo. Cercate di rifare da soli le figure 10, 11 ¢
1z. Fatto cid, andate avanti.



CAPITOLO II1

LE DERIVATE

I1. L’incremento o accrescimento ¢ una
grandezza misurablle, — L’idea feconda del cal-
colo differenziale & di misurare gli incrementi o va-
riazioni delle grandezze,

Un albero grande pud crescere lentamente, un
albero piccolo pnd, invece, crescere rapidamente.
La grandezza & una cosa, l'increments & un’altra.

Quasi tutti i fenomeni studiati nelle scienze si
riducono a delle questioni d'accrescimento o @i
decremento di talune grandezze,

Siccome queste grandezze dipendono le une dalle
altre, esse sono delle funziond.

Di guisa che i due problemi essenziali dell’analisi
sono i seguenti:

1° problema. — Data una funzione, misurare
il suo incremento (diremo anche; frovare la sua
derivata),
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2% problema. — Clmoscendo una misura d'incre-
mento (o detivata) ritrovare la funzione,

Questi due problemi danno luoge ad wn gran
numero @i problemi particolari.

Ouelli che entrano nella prima categorla costi-
tuiscono il calcolo dellz devivate o caleolo differensiale,

Quelli delia seconda categoria formano il caleolo
integrale.

(Incontreremo pin avanti una terza categoria di
problemi, pin elevati, quando parleremo delle equa.
zioni differenziali).

Il nestro studic avrd carattere elementare, ma
sara sufficiente per molte applicazioni.

Diamo subito della derivata nna definizione prov-
visoria che verra precisata e completata pih avanti:

La devivata di una funzione & 4l suo incremento
riferito allunitd di variabile.

Cid non pud essere ben compreso se non per mMezzo
di esempl. Eccone subito parecchi.

10 CASO,

12. Misura di un incremento regolare od
uniforme. — Omando una grandezza dipende dal
tempo, si chiama derivata di questa grandezza il
suo incremento per unild di iempo.

Cosi l'altezza d'una pianta & funzione del tempo.
Se questa pianta cresce uniformemente di z metri
ali’anno, l'incremento della sua altezza in metri
all’anno & 2z,
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Se la funzione dipende da una lunghezza, la de-
rivata & 'incremento per unitd di lunghezza.

Per esempio se l'altitudine di una strada che
monta aumenta nniformemente di 5 cm. per metvo,
Pincremento d'altitudine o pendenza, in centimetrl
pet metro, & 5; in metri per metro & o,05.

Considerlamo ancora altrd esempi: se un patri-
monio s’accresce uniformemente di 2000 lire al-
l'anno, il suo incremento od arricchimento, in ln'e
all'anno, & di z000.

Se il peso di un animale aumenta tegolarmente
di 5 chilogrammi al mese, il suo incremento od in-
grassamento, in chilogrammi al mese, & 5.

Se la lunghezza di una sharra di ferro aumenta
uniformemente di o,1 millimetri per grade di tem-
peratura, il sno incremento in millimetri per grado
di temperatura & 0,1.

Tutte queste grandezze sono delle funzioni !
cui incremento & siato supposto uniforme; 1 nameri
che misurano Pincremento danno senza calcolo e
derivate, poiché questi numeri misurano l'accresci-
mento della funzione all’anno, per mciro, al mese,
per grado, insomma, per unilid di variabile.

Vediamo ora come si misura un incremento
irregolare, ossia non uniforme,

20 Cas0,
13. Misura d'un incremento irregolare. Pen-

deniza non uniforme. La pendenza & la derivata
dell’altitudine rispetto alla distauwza, — Sup-
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poniamo di voler definire e misurare la pendenza
d'una strada, il cui profilo longitudinale ¢ nua curva,
ecome guella indicata dalla figura 13.

Per cetcare la pendenza nel punto A possiamo
mettere una mira (biffa) in B, punto distante di
un ettometre da A, e misurare, mediante un livello,
la differenza d'altitudine (dislivello) esistente fra
i punti B ed A. Misureremo questo dislivello in

ntetri; lo stesso nmmmero rappresenterd la pendenza
media, in metri per ettometro, del tratto AB, ma
non fo st potrd assumere per rappresentare la pen-
denza nel punto A.

Ecco invece come faremo se vorremo trovare una
ntisura ragiotevole della declivitd nel punto A.

Divideremo l'ettometro in 100 metri ¢ misure-
remo il dislivello per il ptimo metro successive ad
A, indi moltiplicheremo il risultato per 100. Questo
numero rappresenterd la pendenza media, in metri
per ettometro, sul metto’ di strada successivo al
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punto A, e si potra assumere come m.isura della pen-
denza della strada net punto A.

Se volessimo essere pin rigorosi (in teoria) do-
vremmo dividere l'ettometro in 1ooo decimetri €
misurare Vincremento d’altezza per decimetro, che
moltiplicheremmo poi per 1coo.

Per generalizzare, diciamo che sl dividera l'unita
ettometro in N parti e che si misurera l'incremento
d'altitudine in metri per un N¥me drunitd; questo
incremento verrd in seguito moltiplicato per N, e
il sumero cosl ottenuto sard atto a rappresentare
la pendenza della strada in 4, tanto pid quanto
maggiore & il numero N.

Se il numero N & molto grande, il risultato sara
d’altrettanto pli esatto (a condizione, ben inteso,
che la superfice della strada sia assolntamente
liscia, ciod continua).

Noi impareremo presto a determinare il valore
a cui tende il risultato, ottenuto col procedimento
precedente, quande il numero N cresce indefinita-
mente (si suol dire che N tende all’infinito); questo
valore potra convenientemesnte essere assunto per
definire ¢ misurare la pendenza in A4,

Si pud dire che la pendenza cosi definita ¢ ancora
lincremento dell’altitudine riferito all'unitd 4l di-
stanza, ma la misura dell'incremento wviene fatta
su un piccolssimo tratto @i strada attiguo ad A.
La pendenza e guindi la derlvata dell’altitudine
rispetto alla distanza.
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14, La velocita & la derlvata della distanza
rispetio al tempo. — Mi trovo su di uwn’antomo-
bile ¢ mi sllontano dalla autorimessa. Che cosa
ctesce? La mia distanza dall’autorimessa, la gquale
distanza dipende dal tempo. Essa & funzione del
tempao.

L'incremento della distanza nell’'unitd di tempo
e la welocitd. Se la distanza sumenta di 65 chilo-
metri in un'ora, si suol dire che la velocita & di
65 chilometri allora,

Ma questa non ¢ che ana velocitd media oratia.

Se voglio misurare con precisione la mia velocita
attuale, divido l'ora in N partd, per es. in 6o minuti,
Misuro poi il cammine fatto in un minuto e lo mol-
tiplico per 6o. Se percorro 1 chilometro al minuto
faccio 60 km. all'ora,

Ma anche nell’intervallo di un minuto la velocita
pud variare, sicch® sarid preferiblle misurare lo
spazio percotso in un secondo e poi moltiplicario
pet 3600, Insomma si avrd un risultato tanto pid
adatto a rappresentare la velocitd quanto pih
grande sara il numero N, e se potremio cogliere il
limite a cul questo risultato tende quando N tende
all'infinito, questo limite definird ¢ misnrerd, net
modo pil opportuno, la velocitid istantanea. ILa
velocita & quindi I'incremento della distanza rife-
rito all'unita di tempo, ma la misura dell’incremento
dev’essere fatta in un piceolissimo tempuscolo pros-
gimo all'istante considerato, a cul la velocita si ri-
ferisce. La velocita & quindi la derivata dello spazio
tispetto al tempo.
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15. L'ingrassamento & la derivata del peso.
Immaginiamo un animale il cul peso, funzione del
tempo, cresca o dectesca in una maniera che sup-
porremo continua,

Per valutare il suo ingrassamento afuals in chilo-
grammi all’anno, non attenderemo un anno; cié
sarebbe troppe lunge e sbagliate perché ¢i darebbe
soltanto l'ingrassamentc medio annuale. Per avere
I'ingrassamento attuale, divideremo 'anno (uniti di
tempo) in 365 giorni, misureremo 1'accrescimento
del peso (ingrassamento) in un giorno, e lo molti-
plicheremo per 365.

Faremo meglio ancora se calcoleremo l'ingrassa-
mento in un'ora e lo moltiplicheremo per 8760.

Quanto piil 1l numero N delle parti in cui 'anne &
diviso sard grande tanto piun il calcolo sard soddi-
sfacente, Arriveremo cowme dianzi alla conclusione
che l'ingrassamento &, in ciascun Istante, Vincre-
mento della funzione peso per unitd di fempo, ossia
che l'ingrassamento & la derivata del peso rispetto
al tempo.

16. Definlzione di derlvata. — Abbiamo gia
dato nel n. 11 la definizione di derivata, ¢ I’abbiamo
poi illustrata con alcuni esempi. Ora la ripeteremo
completandola, La derivata di una funzione & il suo
incremento rviferifo all'unitd di variabile; si otferrd
la derivata di una funzione moltiplicando per N l'in-
cremento corvispondente ad un N0 d'unitd di
variabile, indi facendo crescere indefinitamente il
numero N,
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Per ben comprendere gquesta regola basta ripetere
guanto abbiamo fatto in un caso concreto. Pren-
diamo 1 caso dell’mgrassamento, derivata del peso.
Descriviamo su due colonne affiancate il procedi-
mento seguito in quel caso concreto e la regola ge.
nerale.

REGOLA

Per misurare 'ac-
crescimento del peso,
si lascia crescere i1

tempo di —;T—- di unita.

Si valuta Paccresci-
mento del peso in
questo tempo e lo si
moeoltiplica per N.

Indi si fa crescere
indefinitamente il nu-
mero N.

Per calcolare la de-
rivata d'una funzione
al fa crescere la varia-

1
bile di N

Si wvaluta [ incre-
meinto corrispondente
subito dalia funzione e
1o sl moltipiica per N,

Indi si fa crescere
indefinitamente il nu-
mero N.

Cercate di capire a fondo guesta regola rileggendo
le due colonne per vedere chiara 'identitd dei due

metodi,

17. Regole di derivazione. — Per non dimen-
ticare mulla, formmliamo una regola, in quattro
patti, ed impariamola a memoria.
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Per calcolare la derivata di una funzione della
variabile » bisogna:

1
1° Fare crescere la variabile & Qi N ciod
. .
mettere » 4 e al posto di ».

22 Valutare il corrispondente incremento della
funzione,

30 Moltiplicare per N lincremento della fun.-
zione. .

4° Fare crescere indefinitamente il numero N,

Nelle valutazioni pratiche di nna pendenza o di
una velocitd basta che N sia molto grande, ma per
eseguire la derivata d'una funzione algebrica bi-
sogna far crescere indefinitamente il numero N, ossia
(come si dice frequentemente) bisogna far tendere
il numero N all'infinito.

La sapete a memoria la vostra regola? — In tal
caso passiamo a calcolare una derivata, ¥ ben fa-
cile,

18. Derlvazione di 3. — Vogliamo calcolate 18
derivata della funzione 3s. Applichiamo la regola:

1
1 Facciamo crescere x di ' in altee parole,

mettiamo (x + —;—) al posto di ». La funzione
non avri pii il valore 3, bensi
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1
‘ *
2+ %)

3
¥ 4 ——.
3x + Iy,

ossia

2* Vediamo di quanto la funzione & aumentaln.

Essa era 3#, ora ¢ diventata 3x + —;—, quindi 1'au-

.3
to & stato di ———.
men stato di —

3° Moltiplichiamo questo incremento per N.

: 3
teni — = 3.
Otteniamo N X N=3

Questo risultato & indipendente da N; pertanto
e550 non muta quando si fa crescere indefinitamente
il numero N (4* operazione), ed & proprio la deri-
vata richiesta.

Indichiamo con D piaiuscole la derivata; & una
comoda abbreviazione, Scriveremo quindi D.3x =3
e leggeremo: la derivata di 3» & uguale 2 3. Guar.
date un po’ che semplicital

Si troverebbe nello stesso modo che la derivata
di 4x & 4, e cosl di seguito:

D.4x=4,
D.5x =75,
D.6x=6,

e in generale
Dar=a.
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Verifichiamo se quest'ultimo risultato generale
& vero e se la derivata di ax & proprio a.

19. Derivata di ar. — Procediamo un po’ pid

I
rapidamente per derivare ax. Mettiamo » L w
al posto di x; 1a funzione, che era ay, diverrd:

‘“‘(‘+“;7)=“"+1?‘

essa & aumentata di

Moltiplichiamo per N questo incremento ed otter-
remo a; questo risultato & indipendente da N, ed
¢ la derivata, come avevamo asserito.

Ossevvazione. — Se a — 1, sl vede che D.x =1,
cio¢ che la derivata di » & 1.

20. Un facile problema. — Valutare 1'accresci-
mento annuale dell'altezza di un albero sapendo
che il numero che misura I'altezza in metri & sem-
pre eguale al triplo del numero che misura l'etd
dell’albero in anni.

Soluzione. — Supponiamo che I'eti sia, a un certo
momento, eguale ad » anni.



34

It caleolo differenziale ed integrale

I’altezza & nello stesso istante:

3 x metd,
' Supponiamo ora che etd aumenti di -;;- d'anno,

~ La nuova etd dell’albero sara ¥ + th-; e la sua

nuova altezza, eguale al triplo dei suei anni, sara
L 3

3 (x + -ﬁ-)' ciod 3% + -N_-.

L’altezza, che era 3x, & diventata 3» 4 —}3—

Dunque l'albero & crescinto di -11:;- metri.

L’accrescimento per un N#me d'anno  essendo
stato di —%, I'accrescimento annuale ¢ quindi di
3 metri, risultato indipendente da N.

Risposta. — 1/albero cresce di 3 metri all’anno.

Osservazione, — Dire che un albero di altezza 3»
ha per accrescimento annuale 3 e dite che la deri-
vata di 34 & 3, & perfettamente la stessa cosa.

Non esiste alcuna differenza fra Ia misura d'un
accrescimento unitario ed il caleolo d*una derivata.

Consigh‘o.' -~ Non passate al capitolo successive
senza prima avere rittovato da soli i risultati dei
numeri 18 e 19,



CAPITOLOC IV

DERIVATE DELLE POTENZE DI X

21, Richiamo della regola, — Non dimenti-
chiamo che la derivata di una funzione & l'incre-
mento della funzione riferito all'unifd di variabile.
8i caleola Vineremento per un Newme di unitd, pol
lo si moltiplica per N, Il numero N cresce indefi-

1
nitamente e per conseguenza la sua i.nversa—ﬁ- tende
a zero.

Altra cosa: avrete imparato come si sviluppa il

guadrato o il cubo di @ + b; ve lo ricorderd, poiché
ce ne serviremo:

fa - Wr*=at+ 2ab 4+ B,
(6 4 B} = a* 4 3 4% 4 3ab* + B

Quando avremo da sviluppare le potenze di

1 .
x + —y Scriveremo analogamente;
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I\t . zx 1
X —_— = —_— N
(+N) -+ -+ '

+ 1 )' .y 3 & + 3 ¥ + 1
—_—] = _—_—— — -—
(’ N N Ne N

€ per vol non sari pili una sorpresa,
Posto cid, passiamo a derivare le potenze di ».

22, Derivata di ». — Mettiamo » <4 —-;? al

posto di #; la funzione #* diventa:

o

ossia, sviluppando questo quadrato,

. i + I

* e — ———

+ N N3

Essa era #t; ora & anmentata di Tx + . Mol-

tiplichiame questo incremento per N, ed otteniamo:
¥ -;T~—- Se ora N cresce indefinitamente la sua

I
reciproca 72 tende a zerc e otteniamo la derivata:
2x. Scriviamo guesto risultato.:

D._x% o= 25, T,a derivata di »* & 22,
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Decisamente siamo sulla buona via; passiamo alla
terza potenza.

22 bis. Derivata di % — Mettiamo » + % al

posto di # e sviluppiamo il cubo; la funzione »®
diventa:

cid che moltiplicato per N diventa:

|+3x +I
W

x
Quando N aumenta indefinitamente, 3% diventa

evanescente e, a pih forte raglone, lo diventa 'irl'?
Rimane quindi solo 3+%, che & la derivata.

D, 2% == 342, La derivata di »* & 3%,

Abbiamo trovato le derivate di »* e #%; per le
altre potenze si procede nello stesso modo e si

3.- G. lpssibae,
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ottiene la seguente tabella:

D.xt =223,
D.x% =3 2%,
D.oad= 4 2,
D.x% = 5 x4,

e generalizzando si ha:
D . x™ = mg®-1,

Abbiamo dunque la regola:

Per derlvare una potenza di » si dimfnuisce l'e-
sponente d'una unita ¢ si moltiplica la potenza di »
cosi ottenuta per P'esponente primitivo,

Cosl per derivare »* diminuisco di 1 1'esponente,
cld che d3 »% e moltiplico per 8, con che ho 3x?%;
parimenti:

D.#13% = 13 21 ete,

Questa regola pud essere stahilita anche diretta-
mente, come vedremo pitt avanti.

23. Fattori numericl o costanti. — Abbiamo
gid oszervato che la derivata di » ¢ 1, quella di 22
¢ z, quelia di 8x ¢ 8 e In generale quella &i ax ¢ 4.

Constatiamo in un caso particolare quanto &
vero in generale, e cioé che ogni numero che molti-
plica la funzione, moltiplica la sua derivata. Control-
leremo la veriti di questa asserzione su gqualche
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altro esempio, Partiamo da D.#% = 2#. ¥ chiaro
che se una grandezza #* cresce di 25 per unitd di »,
un’altra grandezza eguale ad x* crescera dells stessa
quantita, e le due insieme {o due volte %), due volte
di pity; quindi

Dozat=2 X 2x=23%

Parimenti il triplo d'una grandezza cresce tre
volte di pii:

D3axv=3 X zx=06=
Nelle stesso modo:
Dsat=5 X 25=10%,

Cosi essendo 3 #* la derivata di #%, quella di 4 »?
sara quattro volte maggiore:

D.ogxr=—4 X 32*=122\

Analogamente, per calcolare D,y 2% dird: la de-
rivata di #% & 5 2%, che moltiplicato per 7 da 35 #*:

D.7 4% = 35 &4,

Tenete dunque bene a mente che se un nwmero
moltiplica una grandezzd, moltiplica anche la sua
derivata.

E chiaro che i numeri saranno sovente raffigurati
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da lettere, ma cid non modifica quanto abbiamo
detto. Potremo dunque scrivere che

Dar*—=a X 22==12ax,
D.bad=b X 3 #%=3bas?
D.cx™ = ¢ mamL,

24, Principio fondamentale e prima appli-
cazione. — Abbiamo osservato che se una funzione
¥t cresce in ragione di zx per ogni unitd di variabile,
quattro funzioni come 2%, riunite insieme, cresconeo
quattro volte tanto, e quindi

D.gart=4 (D.a%=4 X 2.

L'incremento unitario di quattro funzioni riunite
¢ dunque lo stesso come se fossero separate.

11 principio dell'indipendenza degli effetti degli
accrescimenti sl incontra sotfo altri aspetti nelle
sclenze; esso rassomiglia a quello dell'indipendenza
delle forze. Cosl per fare agite durante un tempo
molto breve tre forze su di un punto materiale, si
fa agire la prima per questo breve periodo di tempo,
pol la seconda, poi la terza. In questo modo il corpe
perviene allo stesso punto nel quale sarebbe arrivato
se le tre forze avessero agito simultaneamente.

Senza aver la pretesa di dimostrare tigorosamente
questo principlo per il caso degli incrementi, I'am-
metteremio nella forma che segue e ef Hmiteremo a
glustificarle intuitivamente nelle applicazioni.
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PrIixCIPIO. — Quando una grandesza contiens pids
quantitd variabili, si pud, per wmisurare Uincremento
unitario totale, o devivala, fare crescere separatamente
ciascuna variabile come se le allve fossero costanii.

Spieghiamo questo principio fondamentale appli-
candolo per ritrovare, col procedimento da esso in-
dicato, la derivata di 2* che gid conosciamo,

La funzione x* pud esser scritta come segue:

x X 2

ed esser interpretata come il prodotto di un primo
fattore variabile » per un secondo fattore variabile »
(poco importa che 1 due fattori siano egunali).

Supponiamo variabile solo il secondo fattore x;
la sua derivata & 1, ma questa derivata dovri essere
moitiplicata per il firimo fattore x, considerato come
costante, e diviene ¥ x 1.

Supponiamo ora che sia variabile solo il primo
fattore x; la sua derivata, che & 1, vertd molti-
plicata per il secondo fattore # (che & ora considerato
costante), e diverrd 1 x &

Siecome nel prodotto ¥ x x i due fattori sono
variabili nello stesso tempo, la derivata sard, pel
principio suddetto, 1a somma dei risultati ottenuti,
cloé:

AKX I 4 I X x=25.

Ritroviamo che la derivata di a2 & 2 ».
Meditate bene questo principio fondamentale;
arriverete a percepirne l'evidenza senza formnole.
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Applichiamolo ancora alla funzione x* che pud
scriversi:
¥ X & X &

Se i due primi fattori fossero costanti la derivata
sarebbe:

X K ¥ X T = s,

Ripetendo per tre volte questo ragionamento, si
vede che la derivata &:

# x o3

Dunque D.s* — 3#%, come si sapeva.
Rivolgiamoci ora al caso generale;

FP=X XA XEX ¥ .... X ¥

Ci sotto m fattori; se uno solo di essi fosse vatia-
bile, 12 sua derivata 1 verrebbe moltiplicata per il
prodotio degli altri m-1, e cié darebbe: 1 x ™1,
Duesta operazione ripetuta m volte dard ma™-L

Dungue:

D ™ o px™l,

51 vede che il nostro principio fondamentale
¢ permette di derivare #™ in modo molto semplice.
Abltualmente si ricorre alla formula del binomio,
o di Newton, ma noi abbiamo preferito questa via.
Lo stesso principle fondamentale dovrd venire am-
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messo intnitivamente pih tardi per lo studio delle
derivate parziali, quindi abbiamo ritenuto oppor-
tuno utilizzarlo fin q’ora,

Osservazioni swdle costanti che s’aggiungono, — ¥
evidente che l'incremento di cid che non varla &
nullo e che la derivata di una costante isolata &
& zero. Tuttavia deil gravi autori s’affannano a far
variate la » per vedere di quanto aumenterd una
costante additiva 2.

Cid equivale a risolvere il seguente problema:
di quanto s’accresce una somma costante contennta
nel mio portamonete quando il pianeta Marte ai
avvicina a noi di un chilometra,

Mi direte che l'una noun dipende dall’aliro; lo
stesso fra x e k.

Quindi qualunque costante aggiunta ad una e-
spressione non cambia la derivata. Esempio:

Disx +hy=4 +0=4

come se k non esistesse. Analogamente:
D.{ax* J bdym=2ar 4+ 0 = 2 ax,
D32+ 7)=94 +0=092%

le costanti aggiunte non danno contributo alla de-.
tivata.
Avremo sovente occasione di ricordarcene.

25, Derivata d’un radicale di y e della fun-

m_
zione 1/r. Sia anzitutto da derivare 4/x.
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1
Mettiamo questa funzione sotto la forma #™ ed
applichiamo la regola delle potenze (se avete di-
menticato le proprietd dei radicali leggete la nota
che chiude questo capitolo).
Ecco un esempio: Vogliamo trovare la derivata di

y==4/%.

Scriviamo:
— L
y = "/x = ¥ ',

e deriviamo con la regola ricordata nel paragrafo
precedente (questa regola, veramente, & stata de-
dotta per valori interi e positivi dell'esponente m,
ma vale per qualungue valore di m). Otterremo,
diminuendo } di una unitd e moltiplicando per },

-1
I 3

D.:/}=D. AT =
3

che & il risultato cercato.
Parimenti se cerchiamo la derivata di

scriveremo:
]
Y = Vx3 = ¥,

diminuendo V'esponente 2 + di una unitd e molti-
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plicando per % si avra la derivata

1) 2 o
D xs.—_-—DxT:-% L

Osservasione, — La stessa regola ci permette di

. . 1
derivare la funzione — -,
x

I
Infatti si pud serivere el x=1; quindi la deri-

. —
vata sard — 273, ossia —---.
x!

-1
La derivata & — & quindif ——.

Lox x3
Ci¢ & molto importante e va tenuto a mente,

NoTA SUI RADICALI B GLI ESFONENTI,

Ricordiamo, senza dimostrarle, alcune proprietd
dei radicali e degli esponenti frazionari.

L
Dato ii radicale »\/a‘, sl pud dividere V'indice 6 e
I'esponente 4 per il numero 2; il radicale non muta:

V= g
& questo un mezzo di semplificazione.
Analogamente:

o VE

poiché non si & fatto aliro che dividere » ed m per a.
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Nello stesso modo:

L)

1
1-/;==rx?e1./5=a‘

Altra cosa; sapete che;

at X at=a',
ossia che:
aﬂi a" _— aﬁl‘l-ﬂ.
Invece:
a* a™
=a%% & — —=gm ",
at an '

Se i due esponenti son eguali ail'unitd, slamoc in
un caso particolare:

al
-Ei_ = al_l = a’.
. al
¢ siccome —- & uguale a 1, ne segue che a*=- 1,
[ 3

Qualsiasi numeso elevato a zero da Punita.
&
Abbiamo ancora che _aT == 4~ = g**, Siccome
&

a®==1, si vede che -;{.— == g~. Analogamente

1 . )
——=g"% ¢ in generale —— == a~™, Patinenti
at am

1

I
——=a"1 ¢ — == %3, come abblamo scritto nel
a * '
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numero z5. Se avete gqualche dubbio prendete una

matita e ripetete gli esempi qui esposti ed in un
quarto d'ora sarete a cavallo,.

Problesna analoge a quello risolto nel numero zo.
— Valutare Vaccrescimento dun albero la cui al-
tezza in metri & espressa dallo stesso numero del
gquadrato della sua etd in anni,

Sia x l'etd dell’albero in un certo momento,

La sua altezza ¢ dunque »*,

I
Supponiamo che etd aunmenti di N d’anno
1
La nuova eta sari x 5 e la nuova altezza:

( I \* . 2x | 4
) = T

L’altezza, che era %, ¢ dunque aumentata di

= . I’accresciment nd il ! £
—:\:"+R,—s. Cere ento esse o-TV.-+_ﬁ;pe

1 . .
a d’'anno, esso sard in un anno N volte maggiore,

1
cioé 2% 4+ N e diviene, quando N cresce indefi-
nitamente, 21,
Risposta. — L’accrescimento unitario & 2x, clod

eguale in ogni istante al doppio dell'eta.
Cosl a 2 anni 'albero cresce in ragione di 4 metri
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alannc, a 3 anni, in ragione di 6 metri all’anno,
a 3 anni e } in ragione di 7 metri all'anno, ecc., ecc.

Osservazione. — Confrontande questo calcolo con
quello del numero 22 si vede che sono identici; in-
fatti non ¢’d nessuna differenza fra la misura d'un
accrescimento ed il calcolo d'una derivata.

Dire che l'accrescimento d'un albero di altezza
#t & 2x e dire che la detivata di 27 & 2x & dire esatta.
mente la stessa cosa.



CAPITOLOQ V

SOMME, PRODOTTI, QUOZIENTI

26. La derivata di v si indica con y'. — Nel
capitolo precedente abbiamo indicate le funzioni
con la Joro stessa espressione algebrica.

Abbiamo detto: la funzione 44° oppure as™. Era
per non sviare il principiante il guale alle volte
s'imbroglia fra x ed 4.

Ma quando si vuole abbreviare la scritfura, si
sostituiscono le parole: la funzione con la lettera y
e le parole: derivata della funzione con la stessa
lettera ma accentata, ciod con ¥ che si dice y prima.
Cogl diremo che y ¢ la funzione e che 3 & la sua de-
rivata.

Se dobbiamo derivare y = 44, scriveremo:
¥ = 1228,
Se dobbiamo derivare y == 343, scriveremo;

" = 6z,
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La stessa lettera y serve in tutti i casi, benché
non indichi sempre la stessa espressione, poiché
rappresenta 43* nel primo caso ¢ 3a* nel secondo.

La lettera y indica la funzione di cui si parla e
¥ la sua derivata,

Quando, s uno stesso problema, si incontrano
pitl funzioni, sl indicano queste con lettere differenti
come %, v, 5, {, ecc. (ultime lettere dell’alfabeto,
poichd si tratta di variabili).

27. Derivata d'una somma. — Consideriamo una
funzione eoatituita da una somma, come la se-
guente:

3x'+zx’+§x+7.

nella quale 1 diversi termini contengono la varia-
bile »; il totale si chiamerd v, poichd dipende da
x, ed & gquello che studiamo.

Sia dunque:

yu=3a8 23+ x4+ 7

Si tratta di caleolare la derivata di questa espres-
sione.

Ora la derivata di 32% & 15%%;
la Qerivata di 2x° & 6a1;
la derivata di }» & §;
la derivata di 7 & 0;

In totale la derivata di y & quindi:
Ye=152+ 62 + 1
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Per calcolare la derivata di una somma si somw-
mano le derivate di tatti 1 termind, ricordando che
la derivata d'un termine costante & nulla,

Se indichiamo i termini varighili con «, v, #
termine costante con g. scriveremo

Dutv4dzrda)e=v v 41
Facciamo una applicazione, Deriviamo la funzione
y=—23" 4 ay + ¢c.

Deriviamo ciascun termine con le regole che ci
sono note & sommiamo i risultati:

D.a% =24,

D.ax = a,

D.e =0 (poiché ¢ & una costante).
Totale:

D+ ax + ¢) =25 + a,

Riunendo le nozioni gid acquisite potrete ora
trovare le derivate di numerose espressioni aige-
briche elementari.

28. Derivata di un polinomio. — Ricordiamo
che un polinomio & una espressione algebrica for-
mata da different] termini separati dai segni - 0 —.

In base a quanto abbiamo detio sulle somme e
differenze, ci basterd calcolare la derivata Qi ciascun
termine, applicando le regole gid trovate.
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Sia da trovare la derivata di:
2
p=8x + 34— — 2* | x*t— 72,
5
Sapplamo che:

D.8 4= 4ost D.3 x* =12 &%, ecc., ecc.;

aviemo quindi:
6
D.y=gox + 1240 — — 2% 4 2 1.
5

Osserviamo che il termine costante 72 da zero,

Facciamo ancora gualche esempio.
Sia da derivare:

2 - i
J’=T‘\/’—7{/;+1/29-

I primo termine equivale a:

z {
— x »
5
e la sua derivate &:
r - 1
—_— ossia —.
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Il secondo termine si pud scrivere:

L
s

e la sua derivata &:
— 1.5
3
ossia;
—— -—7 -
3

4, —
nltimo termine 4/40 essendo costante, non da
nulla,

La detivata possederd guindi solo due termini:

Dy = - — 7
5VE 3

Consideriamo ora un polinomio di grado m scritto
in modo generale;

y=Ax™ 4+ Bx™-1 L Cx™1, |, L Py 4 (.
Si avra:
Y= Adx™ 4 (m—1) Ba™~4 (m—2) Ca™—t. . 4P,

Osserviamo che 'nltimo termine { non ha dato
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niente, perch® non contenendo la variabile » & un
tetmine costante la cui derivata é nulla.

29, Derivata d’un prodotto, — Non si tratta
di un prodotto della forma ax™, caso gia trattato,
ma d'un prodotto di funzioni di », come il seguente:

y = (z* + 5 —a) (> —4/7),

che si vorrebbe derivare senza effettunarlo,

Ciascun fattore in » & una funzione &i » che
sapremmo derivare se fosse sola. Chiamiamo il
primo fattore u e il secondo v (le detivate saranno
«' e v). 1l nostro prodotto si scrive.

¥ = uv.

Dobbizmo far crescere % e v e misurare 'accre-
scimento del prodotto. Invece di far crescere u e v
tuiti ¢ due ad un tempo ¢ Al valutare l'incremento
risultante, li fatemo crescere l'uno dopo laltro,
come indicato dal principio fondamentale del n. 24.

Se nel prodotto y = ur, % fosse costante e v fa sola
variabile, la derivata del prodoito sarebbe di con-
segueniza wv'. Se ora supponessimo {(in uwr) % va-
riabile & v costante, la derivata del prodotto sarebbe
u'v.

Ora, nel prodotto considerato, % e v sono varia-
bili contemporaneamente e l'incremento, essendo
sy’ per una cansa e vy’ per un’altra, sard in totale
w'+ vi'. '
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Dunque:
D.uv = wt’ + vu'.

Cioé per derivare un prodotto di due fattori
bisogna moltiplicare 1a derlvata di ciascun fattore
per I'altro fattore e sommare i prodotti.

Se i fattori sono pid di due, cccorre moltiplicare
Ia derivata di ciascun fattore per tutti gli altri e
sommare i prodotti cosl ottenuti. Il ragionamento
€ lo stesso.

Cost:

D.uvzt = wvrt + uwv'st - wos't + uvst’,

Non si ha che da scrivere il prodotto tante volte
quanti sono i fattori e nello stesso ordine. Poi si
accenta la prima lettera del primo gruppo, la se-

conda del secondo, la terza del terzo, ecc.

30. Applicazione ad un prodotto mon ese- .
guito, — Consideriamo un prodotto di due fattori:

y ="+ 6 (¥*—3).
Poniamo:
+b6=u e ¥ —3—0v
La regola che avete imparata da:

Y = + v'u = 44 (85— 3) + 5% (34 6)
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ossia, eseguendo le operazioni indicate,
y =g s+ q0xt— 12%

Verifica:
Si poteva eseguire il prodotto prima di fare la
derivazione. Avremmo avato:

y==(x% 4 6) (2% — 3) = &* 4 62% — 3 x4 — I8,

da cui:
Yy =gt + 3050 — 12 2%

E lo stesso risunltato che abbiamo gid trovato.

1
31. Derivata dl - Non si tratta d'una fra-
zione avente la forma _:I;" ma di una frazione come

1 I
—_ ure -—— —— ¢ in getierale d'una frazione
q w1 CPPUIS oy

avente per numeratore I'unitd e per denominatore
una funzione di x.

Al numero 25 abblamo imparato a derivare 2 :
la derivata era: ¥

Dunque:
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Demimo cioé il segno meno al numeratore ed
elevammo il denominatore al quadrato, Ora ge in-
vece di », il denominatore & una funzione di #, si
dovra sempre operare nello stesso modo ma molti-
plicare il tutto per la derivata del denominatore.
Cosi:

I -_—1
D —-=—xa2
2% 4 &%

Rendo negativo il numeratore, elevo 2x al qua-
drato, ¢id che da 4#* al denominatore, ¢ moltiplico
il tutto per 2, che & la derivata del denominatore 2z,

Cosi:

I ~—1
D, —r=—-x 6
3 xt g &
e in generale:
1 —1 ,
D — = —
v ur

Cid verrd dimostrato pitt avanti nel cap. VIII, sul
quale ¢i permettiamo di anticipare un poco.

32. Derivata d'un quoziente —:—. — Si tratta

di derivarte un quoziente di dne funzioni di », si-
mile a questo:
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rn—1

P

Ragionianio sul caso generale e indichiamo con
% il numeratore e con v il denominatore,

Per derivare y=~::-- congideriamolo come un

1
prodotto: y =u X =

Per derivare un prodotto, bisogna moltiplicare la
derivata di ciascun fattore per l'altro fattore e
sommare 1 prodotti ottenuti, Ricordiamo anzitutte

che la derivata di -—:— & eguale a :'1 o,
La derivata totale comprendera:

10 La derivata del primo fattore moltiplicata
per il secondo:

2¢ La derivata del secondo fattore moltipli-
_ cata per il primo:

In totale:




Somme, prodotei, quozienti 59

Moltiplicando il numeratore e il denominatore
della prima frazione per v, ed eseguendo poi la
differenza delle due frazioni, ottenjamo:

, wWv—tu
y o mms e

Questa & la derivata d'un quoziente.

Abitualmente la si impara a memoria e si sbaglia
sovente nell’apphcarla Bisogna percid saperla de-
durre.

33. Esempio ed osservazione. — Esempio: aia
da derivare:
324 2
YyY=-——"—
2z2—3
Ponlamo:
3 4 2==4 € 2% —3==p,

Applichiamo la formwola:

u #'v - VU
D) e e -

v H

ed avremo:

, 6x(2x—3)—2(3x’+z)

P o= e T e

(2x—3)
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ossia, eseguendo le operazioni indicate,

, 6t —18x— 4

Y = —_————

(2 —3p

Se non riuscite a tenere a mente la formola del
quoziente vi consiglio d’abituarvi a ricostruirla
partendo dalla formola:

b —1
D.;— = ——,
v vt

come abbiamo fatto al numero precedente, Avrete
cost da ricordarvi soltanto una formola facile e de]
resto molto utile per se stessa.



CAPITOLO VI

LINEA INTEGRALE E LINEA DERIVATA
VARIAZIONI

34. La curva delle pendenze come derivata
dell’altitudine. — Rappresentiamo con 1a linea
P ST la sezione d'una coflina situata fra due val-
loni P e T (fig. 14); la linea P S T rappresentera,
per es., il profilo longitudinale d’un ripido sentiero
che supera la collina.

Sulla retta Ox vetinero segnate le distanze in
ettometri (ben inteso misurate orizzontalmente), su
Oy le altitudini in ettometrl. Supponiamo che Ox
sia al livello del mare,

L’altezza o altitudine & una grandezza variabile,
In P sia di 450 1netri; in S circa 700 ¢ in T press'a
poco 550 metri.

Quando =i parte dall’origine P ¢ si segue il sentieto
verso S, l'altezza varia man mano che varia la di-
stanza; 1'altezza & una funzione della distanza.

L'altezza & la funzione,

T.a distanza ¢ la variabile.
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Sapete come fa un ingegnere per misurare una
pendenza del tanty per cento? Egli misura di quanto
la strada monta o discende per ettometro.

=
T_
v

- -
Y

o

Fig. 14.

E chiama pendenza Vaumento Q'altezza per uniti
di distanza.

La pendenza & l'incremento d’altezza per unitd
di variabile; & quanto abbiamo chiamato una de.
rivata.
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35. Derivazione grafica, — La curva P S T
rappresenta la funzione « altitudine », Deduciamone
la funzione « pendenza»s. Non & cosa difficile.

Anzituito, per non ingombrare la figura, spo-
stiamo il nostro profilo cambiando 'origine, Se PST
rappresenta le altezze sul livello del mare, M N le
tappresenterda al di sopra del livello, ad esemplo,
del finme.

I evidente che in questo spostamento le pen-
denze non hanno variato (cid ci servird),

Misuriamo la pendenza del profilo M N in ogni
punto, anzitutto nel punto 4.

Nel punto 4 la linea & curva, la sua pendenza
¢ quindi la stessa di quella della sua tangesnte;
conduciamo la tangente 4 B e per imitare l'inge-
ghere misuriamo di quanto essa monta per etto-
metro.

Portlamo orizzontalmente 4 C che rappresenta
uh ettometro. C B sard, in vera grandezza, la mi-
sura della pendenza.

Nel punto 4 la strada monta, per ettometro,
di C B. Quindi C B ¢ la derivata dell’altitudine nel
punto 4.

Portiamola sotto al punte 4 in G’ B’. Facciamo
la stessa cosa in clascun putnito ed otterremo, con-
giungendo 1 punti ottenuti, la curtva 0' B" N’ o
curva derivata della curva M A N.

Fssa & pure la curva delle pendenze,

36. Proprieta della derivata. — In M la strada
non monta nd discende; la pendenza o detivata @
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nulla, Ecco petché In O’ la curva derivata possiede
un’ordinata nulla,

Fra il punto M e la sommita della collina la fun-
zione altitudine anmenta, & ciod crescente; abbiama
una pendenza positiva, la strada monta: «la deri-
vata di ona funzione crescente & positivas.

FEcco perché, in questo spazio, 1a curva O’ B’ K si
mantiene al di sopra di 0’ #’, cid che vuol dire che
la derivata o pendenza & positiva.

Sorpassata la sommita, la funzione altitudine
diminuisce fino in N; la strada scende, la pendenza
& negativa (discesa): «la derivata d'una funzione
decrescente & negativa . '

La curva derivata & in questa regione al di sotto
dell’asse delle ascisse.

Consideriamo ora la sommitd; la Ggura 14 mostra
che vi & un punto nel quale prima di passare dalla
salita alla discesa si cammina in plano, 8] ha il mas-
simo dell’altitudine, e la pendenza & nulla; lo ve-
diamo nel punto K ove essa & zero: e quando una
funzione passa per il suo massimo, la sua derivata
s'annulla »,

Parimenti I'esame dei valori della pendenza in
M ed N ci perinette di dire: « quando una funzione
passa per il suo minimoe la derivata. s’annulias,

Infine, osserviamo che la curva d’altitudine ha
lo stesso profilo & le medesime pendenze sia che la
sl prende in PS T od in M N.

Quindi il tracciare la curva detivata partendo
dalla prima o dalla seconda & tutt'uno; ¢ié che si
esprime dicendo: «due funzioni che non differi-
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scono che per mna costante possiedono la stessa

derivata »,

37. Riassunto delle proprieth della derivata
e loro equivalenti nel linguaggio comune.

La derivata d'una co-
stante & nulla,

La derivata d'una fun-
zione crescente & positiva.

La derivata d'una fun-

zione decrescente & ne-
gativa.

Quando una gratidezza
passa per un minimo od
un massimo la derivata
e nulla,

Due funzioni che non
differiscono che per una
costante hanno la stessa
detivata,

Quando la strada ¢ o-
tizzontale la sua penden-
za & nulla,

Quando la strada mon-
ta la sua pendenza & po-
sitiva, i

Quando la strada di-
scende la sua pendenza &
negativa.

Nel puntoe pit alto
della salita o mnel punto
pitt basso della discesa, la
pendenza dellz strada &
nulla,

I due profili paralleli
hanno la stessa penden-
za,

38, Linea integrale e funzionme integrale o
primitiva, — Ancora una parola difficile per espri-

mere una cosa semplice,
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Sapete gid che la curva derivata & 1a curva che
rapptesenta la pendenza {qul in ettometr] per -
ettometro).

Ora la curva integrale & precisamente la cutva
deif’altitudine, il profilo della strada, la curva ad
cui eravamo partiti, cloé la curva PS T (o la curva
M N che fa lo stesso},

Quando si ha la curva di una funzicne {qui la
altitudine) si chiama «<curva (linea} derivata» la
curva le eui ordinate rappresentane in ciascun punto
la derivata della funzione.

La curva della funzione da cui si era partiti
prende il nome di cutva (linea) integrale o curva
primitiva.

Integrale algebrico. — Sappiamo che la funzione
%' ha per derivata 2x.

Inversamente zx ha per integrale #* (a meno di
una cosa che vedremo piit avanti).

Integrale della funzione zx ¢ un’altra funzione
#* che ammette 2¥ come derivata.

Quindi si chiama integrale d’'una derivata la
funzione primitiva da cui & nata, donde il nome di
funzione primitiva pure dato all'integrale,

Algebricamente: derivare una funzione & cercare
la sua derivata.

Integrare nna derivata & ritrovare la funzione,

39. Integrazione grafica. — Conoscendo la
curva d'altitudine, il dedurne la curva della pen-
denza o cutva derivata & ¢id che ai chiama fare una
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derivazione grafica. Abbiamo gid imparate questa
operazione al n. j3s.

Inversamente, conoscendo la curva delle pen-
denze sl pud ricostruire la curva del profilo: & ¢id
che si chiama integrazione grafica. L’impateremo
pit tardi. A noi basta per il momento di sapere
che la sl pud fare,

Coslante d’integrazione. — Ora acquisteremo intui-
tivamente una nozione che c¢i servird pia tardi.

La curva PST e la curva M N, le cui ordinate
differiscono d'una costante, banno la stessa pen-
denza e la stessa curva derivata, Sarebbe lo stesso
per qualunque altra curva identica a P S T, otte-
nuta da questa con utio spostamento verticale qua-
lungue,

Se dunque si di la curva delle pendenze si pud
ricostruire il profilo del tetreno, ma non si sa ove
incominciarlo, se in M o in P o pid in alto o pii
in basso. Tracciandolo a partire da un punto qua-
lungue, esso dari le altitudini dei punti del terteno.
esatte a meno di una costante.

Parimenti le funzioni % 0 #* 4+ a o 2 + b hanno
tutte 1a stessa derivata 2x; & dungque chiaro che 2x
avrd per integrale sia »%, sia #* 4 4, sla 2 + b, sia
qualunque altra funzione, somma @i »* ¢ di una
costante indeterminata che si usa designare con C,

Dungue l'integrale della funzione 2+ & » 4 C;
esso rigulta evidentemente definito a meno della
costante additiva arbitraria C.
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40. La velocith derivata della distanza o
spazio. — Dicesi spazio il cammino percorse da
un mobile. Lo sl misura in metri, in chilometri,
o in akro mode, a partire da una origine; ¢ dunque
utia distanza.

La distanza o spazio ¢ una funzione del tempo,

Ora 1a velociti & Paumento dello spazio nell'unita
di tempo. B siccome 1a detivata di una funzione &
precisamente T'aumento della funzione per unitd di
vatiabile, ne consegue, come abbiamo gia detto, che
la velociti & la derivata dello spazio rispetto al tempo.
Inversamente lo spazio & Vintegrale della velocita,

Nella fig. 15 si ¢ rappresentata la curva degli
spazi d'un treno che parte da Milano slle 12, Le
distanze o spazi sono sull'asse delle ordinate, per-
ché lo spazie & la funzione; i tempi sono suil’asse
delle ascisse, perché il tempo & la variabile, La curva
della velocita & pid sotto. Sl passa dalla prima alla
seconida mediante una derivazione grafica.

Come poco fa, sl pud verificare che la curva della
velocitd misura la «pendenzas della curva degh
spazi, Le fermate alle stazioni sono dei tratti piani
della curva degli spazi e gli zeri della curva delle
velocita.

41. L'arricchimento derivata del patrimonio.
- Immaginiamo un patrimenio che varia in modo
continuo; non & molto verosimile ma lo si pud
immaginare, ¢ cid basta,

Sia, se volete, ¢ per convenzione, un patrimonio
liquido {fig. 16).

WUREF T 4 T




Linca integrale e linea derivata 69

Chiamiamo « articchimento » l'accrescimento del
pattimonio in un mese. In tal caso si pud dire che

rmizanol | | | | X
X[[ T 2345878300238 RIFRNNININ

Fig. 1s.

Yarricchimento & la derivata del patrimonio ri-
spetto al tempo. Dire che nel punte P Yarricchi-

4. - G. Bessikre.
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mento & di 950 lire al mese, equivale a dire che in
un certo momento del secondo mese il patrimonio
sta crescendo in ragione di gso lire al mese, ove 1o
misura &, ben inteso, istantanea.
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42, L'ingrassamento derivata del peso. —
Se tracciamo la curva del peso d’un montone in
chilogrammi (fig. 17} e gsotto di essa la curva del-
Yingrassamento in chilogrammi al mese, la seconda
curva & la derivata della prima. Siccome Y'ingras-
samento & in ciascun istante Paumento del peso per
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unitd di tempo, esso rappresenta pure la derivata
del peso rispetto al tempo, B pacifico che sl tratta
d’una funzione «peso» supposta continua per defi-
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nizione, Naturalmente non & qui questione di espe-
rienze reali.

Nello stesso niodo come il maestro suddivide in
frazioni eguali delle torte immaginarie, noi rivendi-
chiamo altamente il diritto di manipolare dei pa-
trimoni illusorii ¢ d'ingrassate dei montoni conven-
zionali,
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43, Variazioni d’una funzione algebrica. —
Stodiare tutti 1 valori che pud assumere una fun-
zione di » per tutti 1 valori di » & cid che si chiama
stundiare le variazioni della frnzione.

Generalmente se ne fa una tabella, .. che Yallievo
compretide male perché pecca in evidenza.

Il miglior metodo per studiare le variazioni di
una funziope consiste nel tracciare la sua curva e
quella della sua derivata e di vedere come l'una
dipende dali’altra,

Sia da studiare Ia funzione:

X
y=—na—ux,
4

la cui derivata é:

y':—s-x’— 1.
4

Costruiamo queste due curve 1'una sotto all’altra
ed esaminiamotle, servendoci della geometria e del
calcolo (fg. 18). Ritroveremo le nozioni gid ac-
quisite.

Per valori negativi della variabile, inferiori ad un
valore -] che determinetremo, la funzione é crescente
e la sua derivata positiva, Indi la funzione ragginnge
un massimo ed allora la derivata passa per lo zero.
In seguito la funzione decresce e la sua derivata &
negativa, Poi incontra un minimo e la sua derivata
& nnlla; indi cresce e la sna derivata & positiva.

I punti notevoli di queste profilo sono evidente-

. M
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. Tineq Inlegrate ¢ finea derivaa. 0B
mente il massimo ed il minimo, Cerchiamo la loro
distanza dell’asse delle y. Poiché in tali punti la
derivata della funzione & nulla, ce ne serviremo;
seriviamo:

da eui:

ed estraendo la radice guadrata si ottengono i due



74 Il calcolo differensiale ed integrale .

seguenti valori di »:

2
X = = = EL15.
+ V3 + 15
Chiamando + ! e —/ guesti valori particolari,
tracciamo da una parte e dall’altra di Oy due ordi-
nate distantl 4 § e — ! dall'origine, ¢ che rappre-
sentino le ordinate del massimo e del minimo. Que-
ste si otterranno mettendo i valoti L 1,15 al posto
di r nella espressione della y,
Diamo, poich cos si usa, la tabelia delle varia-
zioni della funzione.

£ ¥y’ y
—— 0 + o — o
positiva cTesce
—_ LI nulla massimo
negativa | decresce
+ 1,18 nulla minimo
poeitiva cresce
+ @ 4+ o + @

44. Proprieta della tangente. — Considetiamo
un punto 4 d'una curva integrale o primitiva C
ed il punto A" della curva derivata situato sulla
stessa ordinata {fig. 19).

Conduciamo la tangente nel punto 4 alla curva
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integrale e portiamo 4 B==1; il segmento B D
misuta la derivata nel punto A. Ma questa & mi.
surata anche da R A",

Dunque B D = R 4’. Conduciamo per 4’ una
parallela ad N M,
i due triangoli trat-
teggiati sono eguali
dacui PR=1.

Ne consegue un
mezzo grafico di
condutre una tan-
genie alla curva C
di cui si conosce la
curva derivata, Sia
da tracciare Ia tan.
gente net punto 4; ,
si conduce lordl- |
nata R 4', sl porta 47 Ot /
PR=1 e si trac-
cia M' N’ che da
la direzione cer- Fig. 19.
cata,

Basta condurre per A una parallela a M’ N’ per
avere Ia tangente alla curva in A.

La propticta della tangente & ugata in certi appa-
recchi d’integrazione,

45. Cid che bisogna vedere nelle linee, —
La linea dev’essere considerata come la congiungente
delle estremita delle sue ordinate verticali, Essa serve
unicamente a descrivere i diversi stati d'una gran-
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dezza, Ciascuno di questi stati pud essere raffigurato
con una freccia diretta dal basso all’alto quaando la
grandezza & positiva, dall’alto al basso gquando essa
¢ negativa,

L’ascissa serve a mettere al loro posto questi
valoti successivi della grandezza, ma il suo ufficio
& secondario. La parte principale & fatta dall'ordi-
nata che rappresenta la grandezza, la funzione.

Insomma la curva d'una funzione ol racconta la
storla d'una grandezza, per esempio, nel tempo o
nello spazio. '

La curva derivata completa utiimente queste
informazioni, poich® mette in evidenza la qualitd
primordiale della grandezza: Iincremento (la gran-
dezza & cié che pud aumentare o diminuire),

Date un’occhiata alla fig. zo, nella quale atnche la
curva derivata non parla che con le sue ordinate.
Osservate le sue frecce: In quel punti nel quali sono
rivolte verso I'alto la funzione cresce; in quelli net
quali sono rivolte verso il basso, la funzione decresce
e cid tanto pil quanto pitt sono lunghe, Le frecce
della derivata sono nulle? La funzione non monta
né discende, dunque esse si trova nei suol punti
pitL alte o pih basso.

Come distiguere i due casi l'uno dall’altro?

8i guarda se la cutva detivata passa per lo zero
montande (minimo) o discendendo (massimo).

In 4 e € la derivata aumenta, quindi si ha un
minimo; in D la derivata diminmisce, quingi si ha
un messimo,

Per ricordarvene pensate ad una strade. Arri-
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vando in ¢ima al pendic la pendenza passa dal
+ al —, dungue diminuisce.

Al piede della collina la pendenza passa dal —
al 4, dunque aumenta.

Ora la pendenza di una curva & la sua derivata

Y
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T o

=~}

b

gt

i
f}_‘#ﬂ*

sote wr e e A e
- .-

m'

Fig. 20.

Si potrebbe ragionare nelle stesso modo pensando
alla funzione «petrimonios. Quando passa per il
suo punto pih basso Iarricchimento auments,
Quando passa per il suo punto pit alto Varricchi-
mento diminuisce,

Ora divertitevi a tracciare molte curve: non v'&
esercizio piil interessante ed istruttivo,
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Calcolate un poco, disegnate molto e meditate
ancora di piix,

Per assimilare bene una teoria nou basta rimon-'

tare alle definizioni ed agli assfomi; bisogna ri-
montare fino alla natura delle cose.
Il disegno vi ajuterd molto.



CAPITOLO VIl

LE DERIVATE SUCCESSIVE

46. Incremento dell’'incremento. — Siccome si
tratta d'ona nozione nuova, riprendiamo i nostri
esempi concreti e ritorniamo al nostro montone,
quello di cwi abbiamo studiata la curva del peso
al numero 42.

Abbiamwo chiamato «ingrassamentos la guantitd
di cui varia il peso nell'unitd di tempo, ed abbiamo
visto che Vingrassamento cosl definito ¢ la derivata
del peso.

Chiamiamo ora «miglioramento s la quantitd di
cui varia l'ingrassamento stesso nell'unitd di tempo,
con che il « miglioramento » pud essere tanto posi-
tivo che negativo.

Se misurlamio il «miglioramento s per fempi
molto brevi, potremo tracciare la curva continua
del «miglioramento » che a sua volta & la derivata
della curva del epeso s,

Diremo allora che il miglioramento & la derivata
seconda del peso,
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Diamo un'idea delle sue varigzionl nella fig. 21.
Supponiamo che la curva y rappresenti il « peso ».

Y
1.8
. ne :;3
0110 . L e
g _jg 1§ %
0 ) w ! ;E
y A '
} §
] ]
' t x’

]
t
H " i '
é{? ] t
I
[$ecaondd. ! 1 + <"
0 " il
Fig, z1.

La curva derivata 9’ rappresenterd I’ « ingrassamen-
to», e la derivata di questa il « miglioramento s,

In principio, il peso aumenta regolarmente
{linearmente), I'ingrassamento & positivo e cosfante
€ quindi il miglioramento & nullo. Infatti I'ingrassa-
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menio non cresce nd diminnisce, e pertanto non v'é¢
miglioramento, né positive né negativo.

Abbiamo invece un miglioramento positivo tutte
le volte che l'ingrassamento & crescente ed un mi.
glioramento negativo (che potrebbe chiamarsi peg-
gioramento) quando l'ingrassamento & decrescente.

Si vede che non & pih difficile concepire in modo
concreto la derivata d'una derivata che la derivata
d'una funzione qualunque.

Osservasione. — Ricorderete come la derivata
pritma ol ha servito (N. 45) a distinguere i massimi
dai minimi.

A destra del massimo la derivata decresce.

A destra del minimo la derivata cresce.

Ma nel primo caso la detivata seconda & negativa
¢ nel secondo la derivata seconda & positiva.

Dungque nel caso di dubbio relativamente ad un
valore estremo, si caleola la derivata seconda per
il valote di » considerato. Se & negativa si ha un
massimo, se & positiva si ha un minimo, Cid & mo-
strato chiaramente dalls fig. 21.

47. Altri casi concreti. — Invece di supporre
che la prima curva rappresenti un peso variabile
possiamo anche immaginare ch'essa raffigurl 1a se-
zionte verticale di un profilo montagnoso; & I'esempio,
gia studiato, della « funzione altitudine ». In gquesto
caso sappiamo che la curva derivata rappresenta
la pendenza, derivata prima dell'altitudine rispeito
all’ascissa, In quanto alla derivata seconda 4",



82 _ Il caleslo differenxiale ed iniegrale

questa rappresenterd la variazione della pendenza.
L'esistenza di questa derivata seconda e¢i mostra
che la funzione primitiva presentava tionh soltanto
delle variazioni d'altitudine (cicé una decliviti) ma
delle variazioni di declivitd, e quest’ultime indicano
¢he v’ una curvatnra,

Se la funrione primitiva fosse lineare la derivata
seconda sarebbe sulla, Cid si pud dedurre algebri-
camente, poiche se la funzione primitiva fosse N-
pneare, satebbe della forma ax 4+ b, la sua derivata
prima sarebbe a, e Ia derivata della costante a sa-
rebbe zero. L'annullamento della derivata seconda
ci dice che il diagramma della funzione non & curvo:
sappiamo infatti che esso & rettilineo.

48, Velocitd ed accelerazione, — Possiamio an-
che immaginare che la curva y della fig. 21 rappre-
senti, come al numero 40, la curva degli spazi per-
corsi da un mobile (le distanze dall'origine essendo
portate in ordinate ed i tempi in ascisse).

In questo caso sappiamo che la curva y' rappre-
senterd la funzione velocitd, derivata dello spazio
rispetto al tempo. In quanto alla curva 3", rappre-
senterd Vaccelerazione, che & la variazione della
velocitd. L'acceletazione pund venire indifferente-
mente considerata come la derivata prima della
velocitd o 1a derivata seconda dello spazio.

La parola accelerazione ¢ la sola esistente per desi-
ghare correttamente una derivaia seconda come la
patola velocita & la sola usuale che designa corret-
tamente una derivata prima. La funzione «spazio»
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(distanza) & quindi a questo riguardo. privilegiata,
cid che si spiega con l'importanza del suo studio
in meccanica.

Applichiamoei al calcolo delle derivate successive.

49. Calcolo delle derivate successive. —
Puando si sa trovare la derivata prima d'una fun-
zione, il calcolo delle derivate successive non pre-
senta alcuna difficoltd. Basta applicare le stesse re-
gole.

Sapplamo che la derivata prima di 2% & 4a%.

Sappiamo anche che la derivata di 44" & 122,
Dungue 124! sard la derivata seconda di a4 Pos-
siamo fare la seguente tabella:

Funzione ................ y == x!
Derivata prima........... = g4 A
Derivata seconda ........ o= 12
Derivata terza «.......... Y = 24 x
Derlvata quatta ......... YV o= 24
Derivata quinta .......... ¥y == 0,

Osserviamo che la derivata quinta & nulla. Que-
sto fatto era prevedibile, perché sappiamo che ogni
derivazione fa diminuire di una uniti l’esponente
di ana potenza; ora x* essendo di quarto grado, la
prima detivata sard di grado 3, la seconda di grado
2, la terza di grado 1 e la quarta, che & 24, di grado
zero, (8 sa che #* = 1). La derivata quarta & quindi
una costante: la derivata quinta e le successive sa-
ranno tutte nulle.
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Altro esempio: sia {i polinomio

¥y =2 —y4 ¥ 4+ 3xr—38
¥y = 3s*—8x+3

y" = 65 —8§

yﬂ!=6

yl? == (.

"' Siecome il polinomio primitivo ¢ di terzo grado,
le derivate non eguali a zero sone 3, mentre la quarta
e le snccessive sono nulle,

Deriviamo ora un polinomio di grado m:

y = Ax™ A Bam-t L Cam~s |, 4+ Pt 4 Qrv 4- K
' = mAx™14 (m— 1) Ba™=34- (m— 2) Camro .
+2Px 4 @

yie=m(m—1) 4™ | (i — 1) (i — 2) Ba®~* 4
d- (m—2) (m—3) Ca™4. ., 42 P,

Si potrebbero anche scrivere tutte le derivate fino
alla m™m2 che sarebbe una costante, La derivata
{» 4+ 1}"m2 sarebbe identicamente nulla.



CAPITOLO VIII

NEL QUALE SI PARLA DI QUALCHE
ARTIFICIO DI CALCOLO

50. Artificio delle funzionl di funzioni. —
Supponiamo che ¢l sia richiesto di derivare la
funzione:

y == ’a-{-bx"‘;

I
potremmo dare a » un incremento - © vedere di -

quanto cresce v, L'accrescimento di y moltiplicato

per N ci darebbe, quando si fa crescere N indefini-

tamente, la derivata . Sarebbe troppo lungo.
L’artificio consiste nel porre:

@ L™ ==u.

La funzione assume la seguente espressiome:

v
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Siccome & facile derivare:
th==a 1 ba™

tispetfo a #, ed ¢ altrettanto facile derivare:
3
y =A/u

rispetto ad w, si & ecercato di ricondurre nna ded-
vazione difficile a due derivazioni facili. La regola
dice che bisogna moltiplicare le due derivate ita loro.
Giustiichiamo questa regola ed avremo il diritio
di servircene,

Spieghlamo anzitutto perché Vartificio porta il
nome che gli abbjamo dato.

Egli & che invece di considerare y come diretta-
mente dipendente da » si preferisce considerare ¥
come funzione di % che ¢ funzione di ». Dunque y
¢ una funzione di funzione di ». E importante di
non scorgervi che un artificlo di calcolo, ma questo
artificio & d'Importanza capitale ¢ lo si impiega
~ molto sovente,

51. Regola della derivazione di funzione di
funzione. — Congideriamo Ja funzione:

y =1 [« ()]
Questa scrittura vuole indicare che y dipende da

1, e questa a sua volta dipende da ». La lettera
~ & simbolo di funzione.
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Indichiamo la variabile tispetto a cui sl deriva
una funzione con una piccola lettera in basso. Cosl:

¥'q indica derivata di y rispefto ad x; & quella
che dobbiame calcolare, ma indirettamente, perché
la valutazione diretta & difficile;

s vata di ¥ rispetioa e u uella
o & 18 desi di ¥ rispe ! & quell
di « rispetto ad ».

Le due ultime sono facili da calcolare. Ora dico
che il loro prodotto dard la prima, cloé che:

y's =¥y X “’x'

Ritorniamoe alla nostra definizione di detivata: ¢
I'accrescimente della funzione per uniti di variabile,

Dite che la funzione »* ha per derivata zx equi-
vale a dire che #* cresce di 2x per uniti di # o che
essa cresce 25 volte pity che ».

Cost una funzione qualunque w creseeri ' volte
pit della sua variabile, Chiamo « sua variabile » la va-
riabile da cui essa dipende direttamente, ben inteso.

Cid posto, consideriamo la nostra funzione
y=}{u(»)] in cui y dipenﬁe da u che dipende da ».

La funzione y crescerd y', volte pli di u, che
creseerd «', volte pit di *.

Dunque y crescera y', w', volte pit di #, e percié
crescerd di y', ', per unita di ».

Dunque la derivata di » rispetto ad x sara:
¥ o W g € ¢i0 8 indichera serivendo: -

y!’ —_— y!. “l"'
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La notaziome differenziale che impateremo piiy
avanti fornisce nn’altra dimostrazione. Impariamo
otra la tegola: Se y ¢ funzione di x pel tramite di u,
la devivata di y rispelto ad x & eguale ol prodotio
della devivate di v rispetio ad u per la derivata di u
rispelto ad x.

Se si & in presenza di un numero qualunque di
- funzioni sovrapposte si prende la detrivata di cia-
scuna rispetto alla variabile da cui dipende diret-
tamente e si fa il prodotto delle derivate.

Cosl, sia:

y =1 (uvix)
nella quale ciascuna funzione dipenda direttamente
dalla variabile che segue.
Diremo che y cresce 4, volte pitt di 4, che cresce
w', volte pii di », che cresce v’, volte piix di 2, che
cresce ¢, volte pin di =,

Finalmente y cresce ¥, «', o', £, volte pit di #;
si ha:

Ve=94 wo Vi ¥

52, Applicazionl delle funzioni di funzioni.
— Sia da derivare:

y=4/38 + 5
Qsserviamo che:

y = (3a + 50}
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=34+ 523

y=ul,
Deriviamo u rispetto ad x:
W, — 10#.
Desiviamo y rispetto ad w:
Yu=}ud.

In quest'ultima equazione sostituiamo u col suo
valore 3a 4 5x%; si ha;

1 .
YVe=1}%0a + 53 F = —r

wWTaF5a

Moltiplichiamo le due derivate ed avremo il rj-
sultato richiesto:

, 1 5%
yy==102%

Sia da devivave:

Yo ————,
/2 45— af3
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Poniamo;
u=—23"— 3ja

Allora: .

yr=1u 3,
Formismo le derivate:

)".=—%“‘% —=—}r—3a)-% =

I

2/ T =3
Wy n= 62t
Facclamo il prodotio:

, G at 3 at

Ypg=—r— i
2/ z# -3 a7 VEFA—3a

Osservarione per un radicale guadratico. — Ab-
biamo visto che la derivata di \/;t_ si ottiene seri-

vendo \/;—s ut da cui: D.-\/a_e: fu-t o, Cid si
pud scrivere: :

D.\u=

—————— T m—— e e —

I I——u’.

2 v/u

Caesta formola & molto utile.

Esempio, — Per derivare ‘\/x' + 1 serivo anzi.


file:///u~ir

Qualche ariificio di calcole  ° o1

———— - & moltiplico per la detrivata Qi
24/% + 1
# o1 clod 2a:

DA/ F 1=

tutto

2 x5 : X

2/PFT VPFT

A titolo di esercizic verificate che le derivate
delle seguenti funzioni sono propric gquelle scritte
vicino a ciascuna.

e — F
y == 4/T — 24 4 e e — e,
I — &t
s 2%
y = V/I + E2 'I"' = _s"___—_-’
34/ (1 + a8
o a
y =\/ax+b Yo — -,
. 1 4/ (ax 4+ B)*.

53. Artificio delle funzioni inverse. — Beco
un altro artificio molto semplice e molto utile.
Consideriamo una funzione:
Y omax 2 X,

Questa si pud porre sotto la forma:

r=23%y.
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Nel primo caso si considerava y come funzione
di », nel secondo si considera » come funzione di ¥
{il che & evidentemente legittimo poiché se y di-
pende da #, # dipende a sua volta da 4).

Si dice che la seconda funzione & l'inversa della
prima,

Ora pud avvenire che sia pli facile derivare la
funzione inversa che non la funzione medesima.

In questo caso si utilizza il seguente teorema.

Le devivale di due funzioni tnverse hanno dei

valori numerici inversi. — Anzitutto constatiamolo,
poi lo dimostreremo.
Sia:
Ye=2U;

la sua inversa é&:
A= %3’;

la derivata della prima &:
¥y =z,

la derivata della seconda &:
x' —_— %

Ora, z & ben l'inverso di 4.

Non sarebbe necessario dimostrarlo, tanto &
semplice, ma dimostriamole lo stesso,

Sia la funzione:

y=F (.
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Se chiamiamo §' la derivata di ¢ rispetto ad »
ed # la Qderivata di # rispetto a ¥, sl potranno
enunciare due veritd che non debbono centrad-
dirsi.

D'un lato y cresce ¢ volte di pin di #.

Daltro lato » cresce ¥’ volte pin di y.

Ci¢ non pud aver luogo che quando 4 e ' hanno
valori Inversi.

Dungue:

' 1

Y=

Di conseguenza, quando lo si giudicherd oppot-
" tuno, si potri passare dalla funzione data alla sua
inversa, e detivare quest'ultima; indi, per avere la
derivata della funzione data, bisognerd fare l'in-
versa del risultato ottenuto. Questa & una feconda
tegola, e lo vedremo specialmente nello studio delle
funzioni eircolari.

In attesa di conoscere queste, applichiamo il pro.
cedimento ad un esempio semplice.

Sia da derivare:

V3
y = \{— &,
5

Procediamo dapprima senza artificio, secondo il
metodo diretto, osservando che si tratta qui dun
radicale quadratico.
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Troviamo:

3
5

V=
Y-
5

Cio che si pud scrivere:

- 3
V-
10 {f— *
5
Proviamo ora ad nsare la regola delle funzioni
inverse, non petche cid sia qui necessatio, ma per

constatare che arriveremo allo stesso tisultato.
- Risolviamo rispetto a x Vequazione

&
y= \— *;
5

¥ = — 9y,

3

‘)"¢=

Ve

troviamo:

che & la funzione inversa della precedente; la sus
derivata &:
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sostituendo ¥ col suo valore che &:

I/T”’
—-_— X
5

si avra:

B quanto abbiamo trovato col metodo diretto,



CAPITOLO 1IX

I PI{J ATTRAENTI PROBLEMI
SUI MASSIMI E MINIMI

54. Omaggpio a Fermat, — Chi s'interessa di
caleolo differenziale non dovrebbe ignorate il nome
di Fermat, che applicd il calcolo delle derivate
molto prima che fosse inventato. Cid ha l'atia di una
fantasia, ma & un fatto noto che ogni teoria sorge
dalle sue applicazioni e fa corpo con esse. Cosi
Vaerodinamica & nata dall’aeroplanc e la termodi-
namica & uscita dalla macchina a vapore.

Analogamente il calcolo differenziale & uscito
dal metode di calcolo dei massimi e mininii, che
timmane una delle sue piit belle applicazioni.

Fatto sta che Fermat ha rtisolte il seguente
problema: « Calcolare i valori d'una funzione per i
quali 1a derivata della funzione s’annullas. E nel
suo metodo calcola realmente delle derivate, ma
non se ne serve che per i valori zero.

I problemi ch'egli si poneva non domandavano
altro.
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Gli scritti di Fermat sono stati tradotti dal latino
in francese(!) e la loro lettura non s&i pud abba-
stanza raccomandare a chiungue ami le matema-
tiche.

Ne trarremo 1 primo e plt semiplice del problemi
di questo capitolo. Conserveremo la notazione di
Permat, salve in quanto concerne la variabile, che
Fermat chiamava incognita e che indicava con a
seguendo M'uso istituito da Vidte di designare le
incognite con delle vocali,

Noi la chiameremo z.

Conserveremo la lettera ¢ per indicare 1'accre-
scimento elementare di r, acerescimento che talvolta
si designa con A, oppure con A, e che noi in questo
libretto indicammo con 1/N.

55. Problema del segmento, — EFEcco anzi.
tutto 11 testo di Fermat {salvo Ia lettera ).

Sia da dividete il segmento AC in E, in modo
che 4E x EC sia massimo {fig. 22).

A F/’I\C
W

Fig. 22.

Poniamo:
AC=24;

——

(') Da Paoto Tanngny {Gauthier-Villam, Parigil
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sia » uno dei segmenti, I'altro sard b — x ed il pro-
dotto &i cui si deve trovare il massimo & by — 2,

Sia ora ¥ 4 ¢ il primo segmento di b, il secondo
sard b — ¥ — ¢ ed il prodotio dei segmenti:

bx_—x' + be — 2885 — 22,

Questo deve venite adegusgliato sl precedente
bx — x1,
Sopprimende 1 termini comuui:

bg == 2 x¢ 4- #;
dividiamo tutti I termini per &:
b==zx+e

sopprimiamo e:

b=2ax.

Per risclvere il problema bisogna dunque pren-
dere la metd di .

E impossibile, aggiunge Fermat, di trovare un
metodo pih generale,

Fermat adopera la parola «adeguagliato» per
dire sguagliafo al limite.

La soppressione di ¢ & legittima poiché & [eome %]
infinitamente piceolo.

Per scrivere che la derivata & nulla egli scrive
che due valorl vicini sono eguali; ma per notificare
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che vi tendono egll dice che si debbono «adegua-
gliare s, ' ’

Trattiamo ora il problema del segmento me.
diante le derivate.

I due segment] sono x ¢ & — »; il loro prodotto
& bx—x8. Sla y il valore variabile di questo prodotto,

Dobbiamo trovare il valore massimo della fun-
zione:

Y == by — 23,
Prendiamo la sua derivata:
y=b—2zux;

quando la funzione & masgima la sua derivata &
nulla, dungue in corrispondenza del massimo si
avra:

b—2x=0

ossia

b==2x% e = —,

1l prodotto considerato & quindi massimo quando
il punto E & quello di mezzo del segmento AC,

56. Problema del carburatore. — In un car.
butatote gi trova, in generale, un galleggiante cilin-
drico (figura 23), d'ottone stampato, che dev’essere
leggero quanto & possibile per un volume dato.

Lo spessote dell'ottone essenido uniforme, il peso
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& proporzionale alla superfice; bisogna quindi di-
minuire 1a superfice piit che si pud. 11 problema si
pote cosi:

Di tutti i galleggianti cilindrici che hanno lo stesso
volame quali sono le dimen-
sioni di quello che avendo la
superficie minima & per conse.
guenza il pid leggero? .

Sia r il raggio ed b l'altezza
del galleggiante, V il suo vo-
lume; si sa che il volume @’un
cilindro &

V=m’b'
da cui si deduce:

14
= (1)

Fig. 23.

La superfice totale {(due
fondl ed il manto) &:

S =2mr 4 2z 7mrh.

Sostituiamo & col valore trovato piﬁ sopra {for-
mola 1):

2 qrV

m!

S==z2mr 4+
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e semplificando;

I
S=2am"* + 2 ¥V —,
r

La superfice § & nuna funzione del raggio r che deve
venite resa minima.

La variabile d2 cnl § dipende & ». Calcoliamo la
derivata di S rispetto ad r, come noi faremmo se
la variabile fosse indicata con x, e non con r. Ot-
terremo;

-1

S =4 +27V .
r?
ossia:
2 V
S = 4mr — .
f’

Quando la supetfice § diventa minima, la sua de-
rivata s'annujla, cio si ha:

2 ¥V
= %,

4y —

¥3
Si deduce da questa eguaglanza che:
2 V

¥ == s
47 "

e quindi: .
' =2V,
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e infine:
2 V vV

f'm:-———-=——-

47 2m

Sostituiamo ¥ con z#3h; avremo:

vk rih
r¥o= m—— »
2: 2
da cui;
A
¥ = — _e he=2zr,

z

L'altezza del cilindro dev'essere il doppio del
raggio; l'altezza, cicd, eguaglia il diametro del
cilindro. '

Quindi, a paritd di volume, un cilindro cavo
avrd la massima leggerezza quando la sua altezza
& eguale al sno diametro,

Vedete che i} calcolo delle derivate puéd servire
a qualche cosa. Osservate anche che il risultato ha,
nella sua semplicita, nna piacevole eleganza; i pro-
blemi sui massiml e minimi sono, In generale, dei
problemi graziosi. -

57. Problema della trave. — Quando si vuole
aquadrare un troreo d'albero in modo da dare slla
trave ottennta la resistenza massima possibile (alla
flessione) ¢l &i guarderd beune di fatla quadrats,
bensi la si fard sempre pit alta che larga (Bg. 24).
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8i pud caleolare quale & {l rapporto che deve
esistere fra 'altezza e la base affinchd la trave pre-
genti la resistenza magsima alla flessione.

Se la base & x e 'altezza b, sl dimostra nella scienza
delle costrazioni che la

resistenza alla flessione & B _.-
proporzionale a sh* ¢ di
xh*

COnSeguenza a e Quindi,

supposto dato un trenco
di diametro D, noi cer-

cheremo il modo di squa- A e U T
drarle onde sia massima
Yespressione a2, Fig. 24.

Osserviamo che il trian- .
golo 4 B C & rettangolo in C, e quindi, pel teorema
di Pitagora, si ha:

B = Dt — 2, (x}
introducendo questo valore in xh* otterremo:
b = x (D' — 2) = aD* — 1,
La gnantitd da rendere massima & quindi eguale

a xD* — #%; questa funzione si pud chiamare y;
scriviamo quindi

Y= D% —. 33,
Per rendere massimo y facciamone la derivata:

y'=D"_'3"o
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ed eguagliamola a zero:

DY— 320 =0,

e quindi
Dt = 3 % {z)

Dalla eguaglianza (1) si deduce anche:

D =h + &%
" eguagliamo questi due valori di D? ed avremo:
A - 2t = 3 2%,

e quindi

A — Qxl’

k=x‘\/;.

L'altezza deve essere eguale al prodotto della
base per 4/ 2 (che & circa 1,41).

da cui:

Alt'ingrosso, l'altezza deve essere i —:-g- della

base, rappotio frequentemente adottato nel trat-
tati sul taglio dei legnami.

58. Problema della casseruola. — In generale
le casseinole di rtame o d’alluminio che si trovanc
in commercio hanno una altezza eguale alla metd
del loro diametro ed & per risparmiare metalio che
i fabbricanti hanno adottato questo rapporto.
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Il problema & analogo a quellc del galleggiante,
ma il risultato & diverso, perché la casseruola &
aperta in alto (fig. 25). Saremmo invece nello
stesso caso se il fabbricante dovesse fornire un co-
perchic dello stesso metallo; egli avrebbe allora
interesse a fare la casserucla pin alta (& il caso della
marmitta),

Fig. 25.

Sia r il raggio ed A l'altezza della casseruocla,
H volume & ¥V — mth, e guindi

V -
b=t (1)

la superfice ¢ S =ugr* + 2 @rh ¢ sostituendo & col
suo valore dato dalla (1) si ha:

2arvV 1
=gt 42 V—,
nr? ¥

S=mr +
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La funzione da rendersl minima & dunque

1
S=mr + 2V —,
¥

La sua derivata ¢:

—1I 2V

= 2 R e e ]

S=2ar+2V

»*

nelle condizioni di minimo guesta derivata deve
essare nulla, ciod:

z2 V
2Ty — =90,
f‘ a1
e quindi
2V |
2z ;Y == , ;
f‘l
ossia
2= 2 V, |
0 ancora:
14
ol e
n

Riscriviamo l'eguaglianza (z):
14

A=,

m'
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Dividiamo membro a membro queste due egua-
glianze; otteniamo

s 14 nr?
—_— = ¥ —— =1,
A x 14
da cui:
. rd == jirs
ed infine
- ya=}

Si vede che l'altezza dev’essere eguale al raggio.

§9. Problema del barcone, — 8 tratta d'un
barcone azionato da un motote, supponiamo, a bea-
zina. Se il barcone va troppo in fretta il consumo di
combustibile & oneroso, se va troppo lentamente
il viaggio dura troppo e le spese orarie {personale e
capitale investito) diventano notevoli,

Bisogna trovare la velocitd pilt economica,

Fisslamo i dati del problema.

Un barcone a bensina consuma all'ora un numevo
3i decilityi eguals al cubo dellz velocitd realirzata
{(in ckilomelyi all’ora),

Lo bensina costa 2 lire al litro. Le spese fisse (ca-
pitale e petsonale} ammontanc a 25 lre all'ora.
Qual’d la velociid cke ridurrd al minimo il costo d'un
viaggio di 100 chilometri eseguilo semsa fermats?

5ia v la velocitd in chilometri all'ora. I consumo
ofatio in decilitri & o9, ed in litei

e

- 10



io8 II calco!o dsﬂersnzsa!e ed mregmle

Se ogui htro dl benzina costa z lire 1a spesa in
benzina & di ——- lire all’ora.

Il viaggio durera —;- - oTe, da cui una spesa fissa di:

25 X 1ao 2 500
—_——— s == —— e liTe,

v v

La spesa tolale ‘sara:

zyd 100 . 2 Koo

10 v v

Dobbiamo rendere minima questa spesa, ossia la
funzione:

2 500
y=209 4+ ——,
i
Facciamone la derivata:
, 2 500
Y = 40 ¥ — =,
‘r"

Questa derivata devessere nulla, dev’essere
quindi:

da cui risulta che:

40 v == 2 500,



Problemi sul massimi & minimi 109
e quindi
= 62 5

ed infine

1
o =4/ 62,5 = circa 4.

La velocitd dovrd essete di 4 chilotetri all’'ora
ed il viaggio dureri 25 ore

60. Problema di Fermat del raggio luminoso
rifratto. — Questo bellissimo problema & stato
risolto da Fermat per spiegare la legge della rifra-
zione della luce, che Descartes aveva scoperto ma
dimostrava per mezzo d’ipotesi errate.

Descartes supponeva infatti che la tuce sf propa-
gasse pit rapidamente nel vetro che nell'aria,
Fermat parti dall’ ipotesi opposta. Il curioso &
ch’essi arrivarono allo stesso risultato.

La disputa fu a quell’epoca assai viva

« ¥ possibile, sctive Fermat (nel suo metodo dei
« massimi e minimd), di arrivare senza paralogismi
vad una stessa veritd per due vie assolutamente
s opposte? E questa & una questione che abbando-
« niamo ai geometri abbastanza acuti per risolverla
« rigorosamente; poich? senza entrare in vane di-
« scussioni, il possesso sicuro della veriti ci basta
«e lo stimiamo preferibile ad una longa sequela
4 di polemiche Inutili ed illusorie ».

Ma torniamo al nostro problema ed osserviamo
anzitutto che se la linea retta & il cammino pid
breve non & sempre il pilx rapido.
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Immaginiamo un faro sulla riva del mare {fig. 26)
¢ supponiamo che invece di illuminare Vorizzonte
ditiga il suo proiettore secondo A4 B. Il fascio di
raggi sard rifratto, come si sa, ed andri ad iilumi-
nare il fondo del mare nel puato C.

Questa deviazione non ¢ illusoria; dei palombari

potrebbero constatarla.

Fig. 26.

Ora, supponendo l'impossibile, immaginiamo che
un raggio luminoso possa andare da 4 in € seguendo
una linea retta; che cosa succederebbe? Il raggio
avtebbe meno cammino da fare nell’ aria ma di
pilt nell’ acqua. Ora nell’ acqua la luce si propega
con minor velocitd che nell’ aria, di modo che in
definitiva impiegherebbe pikh tempo, pur percor-
rende la linea retta, che segna il pits breve cammino
fra AeC,

Il pitt rapido di tutti i percorsi che la luce pud
seguire per andate da 4 in C & precisamente quello
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che essa segue, La natura, diceva Fermat, segue le
vie pin facili,

Avremmo potuto anche immaginare due’ punti
A e B (fig, 27) situati su due terreni opponenti delle
difficoltd diverse alla marcia e separati dalla linea
retta P Q. Se mi trovo nel punto 4 appartenente al
terreno buono e se voglio andare al punto B situato
nel terreno cattive, pud darsi che la retta 4 B non
sia per me il cammino
pid rapide poiché posso A
trovare vantaggioso di A,
seguire una strada unpo’ @ 1
plit lunga sul terremo p
buono, per farla poi pit 4 -
corta su quello cattivo. L\ (B

Vedremo infatti che ¢
se v & la velocitd che B
posso realizzare sul ter- .
teno buono e u quella Fig. 27.
che realizzo sul terreno
cattivo, ¢ se, naturalmente, queste veloeitd sono di-
vetse fra loro, avrd tutto l'interesse di percorrere
una linea spezzata A M B. GH angoli ¢ ed r saranno
allora ineguali ed i loro seni saranno precisamente
nel rapporto di v ad «:

A

.

At

—_—

sen ¢ v

sen r “

E proprio 1a legge che presiede alla propagazione
del raggio luminoso. La determineremo partendo
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dalla considerazione che il tempo impiegato dev'es-
sere minimo. '

Slano a e b le distanze di 4 e B dalla retta PQ
ciot i segmenti 44’ e BE’; sia ¢ la distanza 4" B’
ed x la distanza A’ M. Il tempo necessario per per-
correre A M sard

AM Va F
, ossia ———— e}
v ¥

il tempo necessario per percorrere B M sard

BM VE I EAE
— , ossla —
t u

»

il tempo totale per andare da 4 in B sard quindi:

VEER | EEEE

v ]

T =

Questa & la funzione da rendere minima; il let-
tore sa che bisogna calcolarne la derivata; egli
troverid senza fatica, dopo qualche trasformazione,
che essa ¢ eguale a:

2 X 2 (¢ — %)

2 v/ At 2t 2 #4481 + {0_—-——-}_)—:

Poich® questa derivata dev’essere nulla, il mi-
nuendo deve eguagliare il sottraendo. Potremo quindl



Probleini sui massimi e minimi 113

scrivere, dopo evidenti semplificazioni:

x . c— X
WEFRE | s FE—a
omia.:
x & — X%
vAM  wBM

Qui faremo una piccola osservazione che capirete
senz’altro se vi ricordate appena appena della vostra
trigonometria, altrimenti credetemi sulla parola.

Sulla figura sl vede che:

#ed Msens e ¢-—xy=B M senr.

La nostra eguaglianza diventa:
A Msgeni BM gen r

sen § sen r
v u
che pud scriversi:
sens v
senr %

come abbiamo detto pli sopra,
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Onesta & I'espressione matematica del famoso
priocipic di Descartes che in cerii paesi viene chia-
mato principio di Snellius ma che in realtd si do-
vrebbe chiamate invece principio di Fermat,

61. Problema delle apl. — Ed ecco, per chin-
dere questo capitolo, il pid grazioso problema che
¢i sla. o ha posto Ia natura. Il
genio delle api lo ba rigolto, non
si sa come, ma con una precisione
che fa pengare, '

Se volete rappresentarvi esatta-
mente una celiula d’apiario con Ia
sua chiusura, prendete una matita
e tagliatela secontdo tre piani incli-
nati intersecantisi secondo tre linee
tette incontranti tre degli apigoli
della matita (fig. 28).

8 Ia matita rappresenta la cellula

di cera formata da sci pareti eguali

A e la parte fagliata raffigura una

specie di telto costituito da tre

rombi i cui plani sone egualmente

ineclinati sull'asse. Il problema che

le api debbono risolvere & quelle di adottare per

questi rombi Vinclinazione che. a paritd di volume
risparmi al massimio la cera.

Réaumur propose il problema al matematico
Koenig, il guale trovd col caleolo che il piccolo
angolo g di clascun rombo doveva misurare yo gradi
€ 34 miounti; pl tardi Mac Laurin trovd 7o gradi

Fig. 28.



Problemi sul massind ¢ minimi 1
32 minutl ¢ Cramer 7o gradi ¢ 31 minuti, Le api
hanno trovato 70 e 32 minuti dando ragione a
Mac Lautin; ¢ cid infatii che Maraldi ha consta-
tato misurando con tutta la precisione possibile
P'angolo che le api hanno adottato,

Sepza possedere il genio delle apl nd la sclenza
di Mac Laurin, tentiamo un metodo semplificato per
calcolare quest’angole a meno di qualche minuto.

Maeterlinek nel suo bet libro « La vie des abeilles»
qualifica questo problema di alta matematica, Ma
esistono delle matematiche alte e basse? — Non lo
crediamo; ci sono delle matematiche pih o meno
note, pitt © meno diffnse, pit o meno assimilabili,
Al tempo d’Archimede bisognava quasi essere eguali
ad un Archimede per comprendere il ealcolo di & che
uno scolare di scuole primarie oggi capisce senz’altro
perché la teoria s'¢ asscdata e volgarizzata col
tempo. Ma torniamo alle nostre api.

Osserviamo anzitutto sulla fig. 28, che rappre.
senta la matita, la possibilith di cambiare 1incli-
nazione dei tre piani del triedro senza che varii
il volume, purché si conservi ciascuna cerniera come
4 B. La fig. 29 mostta cié¢ supponendo la matita
divisa in tre parti; la quantitd dl legno che leve-
remme al di sotto di 4 B & eguale a quella che
bisognerebbe aggiungere al di sopra. La dimostra-
zione geometrica & elementars,

Siccome il volume resta invariabile, non rimane
che cercare quella condizione che rende minima 1a
superfice quando varia Ja inclinazione e rimangone
fissi { punti 4, B e C.

1L e A o s e s e i £
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Consideriamo ora la fig. 30, nella quale la cellula
& rappresentata in proiezione.

Per semplificare prendiamo come uniti il raggio
del cerchio circoscritto all’esagono, che & eguale zl
lato dell’ezagono. Allora & r = 1. Di conseguenza
Vagse maggiore del rombo (cloé la cerniera) sard

Castante)

r

Fig, 29, Fig. 30.

eguale a\/;; chiamiamola ¢; si ha c==4/3 (1).
Chiamiamo 7 Maltro diagonale ¢ x la sua semi-
proiezione ortogonale all’asse. Sia % l'altezza del
prisma fino alla cetniera (A & costante, ed & contata
a partire da un pilano arbitrario perpendicolare
‘all’asse del prismia).

O triangolo MNP & rettangolo in P; quindi, in



Problemi sui massinti @ minimi ity
virth del teorema di Pitegora,
Pas gt 3,
da cui:
I=o\/ 48 4 1. {(2)

La supetfice laterale della cellula & formata da
sel trapezi, ciascuno del quali misura

bt (h—2)
—_———- X 1,
2
ossia
2h — x

2
la cellula & chiusa superiormente da tre rombi,
i
ciascuno dei quali ha per superfice ?é .
La superficie totale &

z2h—= i 3
S=6——- -+ 3=~—=3(2 h— 2} + —1Ic,
2 2z 2

Sostituiamo ad ! il suo valore trovato pin sopra

{equazione 2} & ¢ con ,\/ ;_(equazione 1); otter-
temo:;

3 ey
S=30h—2 + Ve +143
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ossla
3 — -
S=6h—3%+ — y/aa* +14/3.
2

Ecco la futizione da rendere minima. Facciamone
la derivata ed eguagliamola a zero (non dimenti-
cando che 6 & & costante ¢ guindi ha per derivata
zero); otterremo:

Vi e = 6
V4x 4+ 1
Eleviamo tutto sl guadrato:
144 2t
3 = 36,
4% 41

indi riductamo a forma intera:

432 21 == 144 #* + 36,
da cui:
288 »* = 36,
e finalmente:

£* = 0,125.
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Introduciamo questo valore nell'equazione (2),

che era:
BRVITES?

questa equazione ci fornisce

l==a\/ 4 x_c_i:iz_s-_-l'jnl =4/ 1,56-== 1,224,

che & la lunghezza d'una diasgonale del rombo;
sappiamo che 1'altra & lunga:

& =4\/;= I,732.

Ora il rapporto delle due diagonali ci dari la
tangente d’'un semiangolo del rombo:

o 1 1,224
tg —_— e e e e = 0,706.
2 [

I,732

Una tavola trigonometrica ¢i mostra che 1'angolo
avente per tangente 0,706 ¢ un angole di circa
35 gradi e 15 minuati.

uesto semiangolo ——; 1'angolo &:
& il semiangol : Y'angolo &

¢ == 70 gradi e 30 minuti,

Abbiatno ottennto il risultate di Mac Laurin a
meno dt 2 minuti. Avremme dovute forse prendere
le nostre tadici con 7 od B decimall, ma 1l nostro
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scopo non era di rettificare dei caleoli pitt precisi
dei nostri; ¢ accontenteremo Invece di guesto ri-
sultato approssimato.

Vedete che senza affaticarvi troppo questo mo-
desto libretto vi ba gid ferrati per affrontare dei
problemi d’una certa portata.



CAPITOLO X

METODI SEMPLIC]
PER LE FUNZIONI CIRCOLARI

62, Richlamo di nozioni elementarl. —
Abbiamo V'ambizione di derivare le funziomi cir-
colari genza utilizzare le formole frigonomeiriche
d'addizione.

Richiamiamo tuttavia qualche definizione forse
dimenticata. Osservate la fig. 31.

L’angolo x & determinato quando si conosce 'arco
N A4 da esso sotteso sulls circomferenza di raggio
eguale all'unitd, aventie il centro nel vertice dell’an-
golo stesso, Anzi, invece di misuraré l'angolo in
gradi, sl preferisce di misurarlo mediante l'arco
N A4 che I'angolo stesso comprende in un cerchio
di raggio eguale all'unitd.

La comprensione della irigonomelria si basa su
gquesta nozione di cerchio avenle il raggio eguale al-
Punitd,

Chiamiamo questo cerchio «cerchio trigonome-
tricos.
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La lunghezza d'un cerchio ordinario & z2mr.
Il cerchio trigonometrico avente per raggio Ia
unitd ha per lunghezza:

2/x X ¥ ==2m = 6,287 circa,

Questo numero misura 4 sngoli retti; 2 angoli

Fig. 31.

tett] valgono la metd, ossia -?—:—tu, clod z. L'angolo

retto wvale %.

Gli archi si contano partendo dal punto N e ruo-
tando nel senso positivo indicato dalla freccia (in-
versamente al moto delle lancette d'un orologio).

Le funzioni trigonometriche dell’angolo z o del-
I'arco x sono indicate mnella figura.
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La misura algebrica di OB oppure CA, ordinata
de! punto A, & il seno dell’angolo o dell’arco, clod
seft x. ’

La misura algebrica di OC oppure B4, ascissa del
punto A, é il coseno dell’angolo o dell’arco, ciod
cos ¥,

Infine NM & la tangente, ciod tg x.

63. Funzioni circolarl. — Si capisce che se
cambic la posizione del punto 4, cambia tutta la
a )

Net caso della fig. 31 se faccio aumentare 1'arco,
aumenteranno il seno e la tangente, mentre i}
‘cosenio diminuird,

Queste grandezze: sen x, cos ¥, tg » (ce ne sono
altre che troverete nei trattati se le avete dimenti-
cate), queste grandezze che dipendomno dall’arco
e variano con esso, sono delle funziond dell’arco .

Essendo funzioni d'on arco di eerchio ai chia-
mario funcioni circalari.

Divertitevl a tracciame il diagramma, cid che &
molto istruttivo. _ ’

Porterete sull’asse delle ascisse (fig. 32) una lun-
ghezza eguale a quella del cerchio trigonometrico,
ciok 6,28,

Dividerete il cerchio in 16 parti ed in eciascun
putifo segnerete 1 senl (positivli o negativi), Indi
dividerete il segmento dianzi seghato sull’asse delle
ascisse in 16 parti e porterete in guesti punti delle
ordinate rappresentanti i seni; la curva otienuta
conginngendo le loro estremitd & quella della fun.
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¥ == sen &,

Le ascisse rappresentano la variabile, che & P'arco
*, e le ordinate la funzione, che & il seno dell’'arco:
sen x.

Cerchiamo in modo semplice la detivata di questa
funzione.

~ Fig, 32,

64. Derivata di sen ». —— Tentiamo @i far a
meno delle formole trigonometriche di somma o
differenza. 8e preferite servirvene, troverete gueste
dimostrazioni dappertutto. Per conto nostro vo-
gliamo restare «elementari» fino all'ultimo,

Nella fig. 33 mostriamo che 'arco » cresce d'una

piccola quantita T":f—, clie & assimilabile alla diago-
nale d'un rettangolo di cui Paccrescimento del seno
¢ uno dei latl, Quando — . tende a zeto questa dia-

N
gonale prolungata diventa la tangente al cerchio.
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Ota sia, nella fig, 34, il punto A, l‘estremité
di un arco #, .

Fig. 33.

- z
Diamo a » utt incremento piccolissimo N ¢ per

reniderlo visibile moltiplichiamone la lunghezza per

1
N. L’incremento diventa -—- ¥ N = 1. Portiamo
AB = 1. N
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Siccome la tangente & la posizione esatta della
diagonale del rettangolo elementare possiamo raf-
figurarcd in ANBM questo rettangolo elementare,
ingrandito linearmente N wvolte,
Per quanto grande diventi N sl avrd sempre:

1
~— % N=1.
N

Nella posizione limite, i segmenti 4B ¢ AM rap-
presentano gli incrementi dell’arco » e della fun-
zione sen s ingranditi nella stessa scala; quindi sen »
cresce elementarmente di AM per unitd d'arco e
AM misura la sua derivala in vera grandezza, Ma
per Peguaglianza del triangoli OFA4 e AMP si ha:
AM = OF e si vede che AM & precisamente eguale
a cos 3, Dungue la devivata di sen x & cos x.

63, Derivata di cos ». — Il ragionamento & il
medesimo, ma la funzione & ora rappresentata da
OE.

Quando » aumenta, cos ¥ dimlnuisce; &1 pud dire
che cos ¥ aumenta pegativamente e che la derivata &
in vera grandezza eguale a — AN, ciod, secondo
la figura, & — sen x.

Dungue la devivala di cos x & — sen X.

66, Derivata di tg »r. — Siz da determinare la
derivata di ¥y — tg ».

La prima figura di questo capitolo vi permette
di vedere, se I'avete dimenticato, che la tangente
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SEIIS‘.

dixe le al iente :
i x & eguale al quoziente ———

sen x
tg ¥y ————,
cos &

Dobbiamo determinare la derivata d'un guo-
ziente; sappiamo come fare.
Poniamo:

SeNF=—u ¢ COS¥ =1
Allora:
u

y = N
o

¢ quindi, in virtd della regola del numero 3:,

, vy — wt’
y = -__—:;’__-_—
Nel caso attuale:

COS8 ¥ O3 ¥ — sen # {— sen )

cost ¥

1l numeratore & la somma det quadrati dei cateti
d'un trisngolo rettangolo la cui ipotenusa & il
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ragglo eguale a 1; si ha dunque, pel teorema di Pi-
tagora, che costy 4 sen?x — I, e quindi

I

y =

cos? x

La devivata della langents & eguale all' inversa
del quadrate del coseno,

67.L’inversa della funzione seno: y = arcsens.
— Questa & nna delle funzionl circolari inverse.
Invece di considerare il seno
come unia funzione dell’arco,
si considera (fig. 35) l'arco y
come funzione del suo seno
eguale a ¥,
LT - Si ha la funzione y ==
arec sen x {cfod J'arco che
ha x per seno}.
Si potrebbe operare diret-
. tamente come per la funzione
Fig. 3s. seno, ma pet fortuna abbiamo
imparato, nel numeroa 53, Uar-
tificio delle funzioni inverse. ¥ il momento di ser-
virsene.

Siccome y & I'arco che ha per seno #, si ba che
% & il seno dell’arco y, ciod ¥ — sen y,

Deriviamo questa funzione considerando y come
variabile. Siccome la detivata del seno & eguale al
coseno, il risultato & cos y.

Ma noi abbiamo invertita la funzione, per cui




Metod! semptici per le funzioni circotarvi 1z9

bisogna ora invertire la derivata; ora l'inversa di
. I

cosy & — —, quindi y — ——. Ma il tri !

y myqu ¥ prv a iangolo
OBA (fig. 35) nel quale 04 —1, OB=—=cosy ¢
BAd —w» o da:

cosy =4/ T —

quindi

y’ — ,_.,._3._._.".:
ST — 3

ecco il risultato,
Analogamente si troverebbe che la derivata di:

¥ = ar¢ coa x

e che la derivata della funzione

yu=arc tgs

1

Y= ———

I 4+ af

Le derivate delle altre funzioni circolari dirette o
inverse si troverebbero altrettanto facilmente, ma
hanne per nol meno interesse.



CAPITOLO X1

IL CAPPONE LOGARITMICO
ED IL NUMERO .

68. L’incremento legato alla gramdezza. —
Abbiamo finora incontrate delle grandezze il cui
incremento dipendeva -da un’altta grandezza. Per
es. un arbusto crescente col passar del tempo. Ma
vi sono numerosi casi nei quali Y'ineremento dipende
dalla grandezza medesima,

Cosi I'incremento d'una palla di neve che rotola
dipende dalla sua grossezza. ISincremento d'mna
popolazione dipende dali'importanzea di guesta po-
polazione.

11 peso di un animale che mangia e cresce in
proporzione di questo stesso pess & ancora un
esempio di grandezza che influisce sul proprio in-
cremento. .

Anche int aritmetica s’incontrano delle grandezze
che ‘influiscono sul lore incremento. Conoscete il
problema della scacchiera? Si colloca un chicco i
frumento sulla prima casella, due sulla secounda,
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quattro sulla terza e cost di seguito raddoppiande
ogni volta. Quando il mucchio & piccolo, aumenta
poeo, quando ¢ medio aumenta moderaiamente;
alla fine il mucchio sarebbe formidabile ed il suo
incremento lo stesso.

Esistono quindi delle funzioni il cul incremeanto
dipende dalla loro stessa grandezza.

Tale & per esempio la funzione y — a® che ap-
partiene alle esponensiali, perché l'incoguita vi ap-
pare come esponente.

Ia pitt curiosa di tutte le funzioni esponenziali
¢la y — ¢*, ove il numerc e & eguale a 2,718 cicca.

Verrete forse un glormo a sapere che la funzione
¢® & eguale a:

¥ x1 At 2t
I+—+ —-+ + ... BOC,
1.2 1.2-3 I-2+3+4

Prolungate questa espressione fino a Baggio e
sarete ancora all'inizio, poiché & una faccenda senza
fine.

Studieremo dunque la funzione y = &%, e per far
questo ricorreremo al ecappone logaritmico.

69. I1 cappone logaritmico o la grandezza
eguale alla sua derivata, — Immaginiamo un
capponte il guale, per una ragione qualsiasi, ingrassi
tanto pili in fretta quanto pid & grosso.

Supponiamo, per fissare le idee, ch'esso pesi un
chilogrammo al principio dell'esperienza e che
cresca in modo tale che il swo ingrassamento, in
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chilogrammi all’anno, sia, in ciascun istante, eguale
al suo peso.

Cosi, quando pesa I chilogrammo €s80 cresce
in ragione di 1 chilogrammeo all’anno. Quando pesa
1,235 chilogrammi, cresce in ragmne di I 235 chi-
logrammi all’anno, ece.

Cerchiamo anzitutto il suo pese alla fine di un
anno.

Anmmettiamo provvisoriamente, benchd non sia
rigoroso, che I'ingrassamento resti il medesimo du-
rante il tempo @i una giornata.

"Osserviamo che siccome in ciascun istante il gua-
dagno annuale & eguale al peso attuale, it guadagno
glornaliero sara la trecentosessantacinquesima parte
del peso attuale.

Ora, affinché un valore aumenti del suo trecen-
tosessantacinquesimo, bisogna moltiplicarlo per
(1 + 1/365). B quanto faremo giorno per giorno.

Il peso iniziale & ............ 1 kg
Questo diventa dopo & gioruo I 4+ -ggs-
1 ]
Dopo dune glorud........... (1 4+ — )
. 365
1 ]
Dopo tre giornd ........... (1 + —-«——)
365
) 1 oy
E dopo 365 glorni ........ (1 + ___)
\ 365
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Si troverebbe all'incires 2,7 kg.

Ma il nostro calcolo non & esatto, perche abbiamio
amiesso che l'accrescimento in peso non warl du-
rante nn giorno.

Se avessimo calcolato, non giorno per giorno,
bensi ora per ora, sarchbe stato piil esatto, poiché
la variazione in un’ora & molto minore di quella
durante un giorno,

Invece di dividere I'anno in 365 giornl od anche
in 8760 ore, dividiamolo in un numero N, molte
grande, di parti eguali.

La nostra formola, che era:

1 ME
'+ ...__)
( © 365

(x + —I-]N.

diventa allora:

N

Quando N cresce indefinitamente, il wvalore di
questa espressione s’avvicina a 2,718281 ... che ai
indica con e, il famoso numero ¢, Cosi {l peso del
nostro cappone alla fine di uh anno sari espresso dal
numero e, ciot¢ sard di 2,718 chilogrammi circa.

70. Funzione eguale alla sua derivata. —
E pacifico che il paragone del cappone ha servito
qui unicamente per concretizzare I'idea di un peso
variabile.

In realtd, cid che abbiamo scoperte & che una
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grandezza y primitivamente eguale ad 1 ¢ costretta
a restare eguale alla swa derivata, mentre la varia-
bile (tempo) aumenta di una infera unitd, diventa
eguale a 2,718, ciod ad e.

Abbandoniamo ora l'idea del cappone, ma con-
tinuiamo l'esperienza con un peso variabile sempre
eguale alla sua detivata.

Al principio della nostra esperienza il peso era
di 1 kg; in un anno {cioé nell'unitd di tempo) &
stato moltiplicato per e.

Nel secondo anno, ciascuna unitd di questo peso
¢ aumenterd da 1 ad # e sard quindi moltiplicata
pet .

I1 peso diventera: & X &=¢%
parimenti alla fine di 3 anni il peso sard: — &%
alla fine di 4 anni —_ —_ e';

ed alle fine di » amni -— — oL,

Quindi, se chiamiamo y il peso variabile ed » il
tempo in anni, potremo scrivere y == ¢,

E precisamente la temibile funzione esponenziale
di cul volevamo studiare la derivata.

In fede mia, & quasi fatto, poiché slamo arrivati
a questa funzione, proprioc partendo dalla con-
dizione che la derivata fosse eguale alla grandezza,
ciot che la derivata fosse eguale alla funziome.
Dunque potremo gid dire che la derivata defla fun-
zione:

y=3'
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& uguate alla funzione stessa, cloé:
y’ = &%,

Tenteremo tuttavia di dimostrarlo direttamente.

71. Derivazione diretta di y — *, — Non dico
che il metodo dello sviluppo in serie non abbia la
sua bellezza ed eleganza. Avrete senza dubbio
occasione di studiarlo nelle opere che leggerete
dopo questa, Tuttavia la dimostrazione che fornird
pud per il momento bastarvi, e mi sembra ch’essa
mostri meglio alla mente come dalla definizione
stessa del numero ¢ discenda che la funzione =
ha per derivata se stessa.

- N
Sisacheséegualealvalorelimitedi(: + —%-],

quando N cresce indefinitamente,
~ Cerchiamo la derivata di y = 2=, _
Bisogna dare ad ¥ un incremento molto piceolo,

precisamente —;7 gsecondo il nostro metodo abi-

tuale. Se x cresce di -;T, la funzione % diventa:

1
® —_
e A
ossia:

1

e ¥, {x)

ma il secondo fattore pud scriversi altrimeanti,
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poiche, se N & molto grande, possiamo ritenere

N
che sia, approssimativamente, e = |1 + -:—) , &
quindi N

Ffr T o

all'espressione (1} si pud quindi dare la forma se-
guente;

o 4 1‘) @ e® 4 e*
2% |1 ——| ossia e —_—
[+ z

¢

X
S8l vede che la funzione £# & aumentata di —:-\}—

per un incremento -;r-— della variabile.

Il suo incremento per unitd di variabile sara
N wolte maggiore:

eT ;
X N = e%,

Dunque la derivata di £= & 2",

72, Caso particolare. — Occorre sovente deri-
vare delle funzioni come ¢3¢, ciod del tipo e9%, nelle
quali I'esponente & il prodotto di » per una costanie,
Basta applicare la regola di derivazione della fun-
zione di funzione,
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Sia da derivare y = %%, :
Si tratta Pesponente ax come si sarebbe trattato
x se fosse stato solo, e si moltiplica 1a derivata cosl
ottenuta, che & £9%, per la derivata dell’esponente
rispetto ad x; nel nostro casc questa derivata ¢
e, quindi:

D, es% — geo®,

Queste funzioni esponenziali non gono pit fun- -
ziond egnali alla loro derivata, ma ad essa propor-
zionali.

La loro importanza & grande nello studic delle
grandezze legate al loro incremento ¢ al loro decre-
mento in una maniera qualsiasi, ciod nei fenomeni
come: aumenfo o diminuzione di pressione baro-
metrica secondo Jaltezza, dispersione delle radia-
zioni luminose (assorbimento), dispersione del ca-
lore, scarica d'un condensatore, ecc.; in chimica:
velocitd d'una reazione, ece. ecc.

La variabile » ha sovente il significato di tempo.
Le funzioni hanno spesso la forma y == ke®?,

Quando si traita d'una grandezza decrescente
I'esponente & negativo; ad esempio la legge del raf-
freddamento (Al Newton) si serive:

T‘ = To e~
T, & Peccesso di temperatura del corpe che si raf-

fredda rispetto al mezzo ambiente dopo un tempo ¢,
mentre T, & lo stesso valore al principic dell’espe-
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rienza. La costante z dipende dalle proprieta del
cotpe cotsiderato,

73. Logaritmi. — Richiamiamo alcune nozioni,
forse dimenticate, sul logaritmi. Anzitutto una de-
finizione:

Il logaritmo del mumero N vispetio ad una cerla
base & Ia potenza alla guale bisogna clevare ‘a base per
frovare N.

Per i logaritml volgarl o decimali, che si usano
nelle applicazioni, la base & 10. .

Quindi il logaritmo decimale di 100 & 2, perché:

. 10% m= 100]
il logaritmo decimale di rooo ¢ 3, perché:
10% == I 000;

il logaritmo decimale di 1 & ¢ perche (in virth di
quanto ricordammeo chiudendo il Capitolo IV)

10" = 1
FParimenti il logaritmo decimale di g0 & cirea
1,608 perchd hisogna elevare 1o alla potenza 1,698
per ottenere s50; infatti:

10,88 — 50.

I logaritial decimall o volgari si indicanc com:

.
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log. Quindi sl serivera:
log 50 = 1,698,

Esiste un‘altra categoria di logaritmi che si
chiamano neperiani, naturali o iperbolici e che
banno per base it famoso numero ¢ di cui abbiamo

parlato:
& ==2,718....

li indicheremo con In.
1l logaritmo meperiano d‘un numero 4 & la po-
tenza alla quale bisogna elevare ¢ per ottenere 4.
Cost se af ha:

2% = A y
¥ sard il logaritmo neperiane di 4 e si scrivera:

¥=1In4.

Siccome i logaritmi dei diversi gistemi sono fra
loro proporzionali, si passa dall uno all'sltro per
semplice moltiplicazione.

Per trasformare un logatitmo neperiano (In) in
logaritmo decimale {(log) basta moltiplicarlo per
0,4343.

Per l'operazione inversa bisognerebbe dividere
per 0,4343 o meglio ancora moltiplicare per 2,3026,
che & Vinverso di o0,4343.
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Cosi:
log N = 0,4343 In N,

In N = 2,3026 log N.

Queste due formole i permetteranno di passare
da un sistema di logaritmi all’altro.

74. Derivata di y = In x. — La funzione pro-
posta ¢ detta logaritmica, perché vi appare il lo-
gatitmo neperiano della variabile.

Se y & eguale al In di #, ¢id vuol dire che la base
¢ elevata alla potenza y dard », ciod che:

x -=c'.. {1)

Questa funzione & 'inversa della precedente, De-
tiviamola: la derivata di e¥ & ¢¥, in base ai risul.
tati del numere 7o0; ma detivando x rispetto ad 4
facciamo la derivata della funzione Inversa di y;
dobbiamo quindi invertire il risultato, ed otteniamo;

Y= —.

¥

Ma in virth dell’eguaglianza (1) & ¢¥ = #, sicch?

. I
Y = -,

X
ogsia:

I
D.h’lx:——.

1
&
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75. La funzione esponenziale y = a*. — Pren-
diamo i logaritmi naturali dei due membri:

In y=2x In a.
Risolviano rispetto ad » ed avremo ia funzione
inversa:
1

g Ina ny

calcoliamo #'.
Secondo il numero precedente la derivata di

In v, rispetto ad ¢, & ;— guindi:

, I
X ==

ylna

Per avere ¥ faremo linverso del tisultato ot-
tenuto; scriveremo ciod {v. n. 53):

e gquindi:
¥y =y In a,

Siccome y = g%, si ha in definitiva:

v =a*ina.
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76. Derivata di ¥ = log +. — E ancora una
funzione logaritmica, ma il logaritmo & decimale.
Sappiamo esprimerla mediante logaritmi neperiani
{se ricordiamo che il logaritmo decimale di nn nu-
mero sl ottiene moltiplicando il corrispondente lo-
garitmo neperiano per ©0,4343); quindi:

y=04343 In 2.

1
La derivata diln » & - (N. 74).
Dunque quella di 0,4343 In ¥ sard:

. 0-4343_

y ==

X



CAPITOLO XII
LA NOTAZIONE DIFFERENZIALE
77. Notazione di Leibnilz. — Quando abbiamo
imparato a calcolare le derivate abbiamo utilizzato

un procedimento che ora rammenteremo.
. 8ia la funzione y = 3»., Pacevamo crescete x

d’'una quantitd —%- Siccome x diventa\;a x 4 -1:_!'
la funzione y assumeva il valore 3x + -1‘:'7 L’ incre-

wento di ¢ essendo —:?. la derivata era:
3 .
— x N=3.
N 3

Dicemmo che il numero N cresceva indefinita-
1
miente, per cui ~ tendeva a zero.

Secondo la notazione di Leibniz invece di indi-
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care con % lincremento di x, lo si indica con
dx, che leggesi di x e chiamasi differenziale di x.

11 differenziale di » si comporta come TIV-' quando

N aumenta indefinitamente; ciod dx lende a zevo.

5i potrebbe scrivere:

1
dx — —_—
N
Diciamo, se volete, che dx rappresenta un ele-
mento di x, un incremento piccolissimo di x,

Cosi invece di dire che x diventa 5 + 1—1; avremmo

potuto dire che diventava x 4 dx; dr & quindi un
simbolo che indica un incremento tendente a zevo,
non una quantita finita. Tuttavia questo simbolo
vicino ad un aliro acquista un significato preciso.

Seguendo la medesima notazione di Leibniz
chiamiamo dy il differenziale di y.

Non abbiamo bisogno Al grandi precauzioni per
definire dy, poiché dx ci aiutera,

Quande x aumenta d¢i dx, la quantitd di cul
aumenta y si chiamerd dy.

8i dice che gli clementi dx e dy si corrispondono,
Cid ci permettera di passare facilmente dalla nota-
zione da nol impiegata a quella differenziale.
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78. Rapporti differenziali o derivate. —
Sappiamo che la derivata ' & 'accrescimento di y
per unitd di variabile, Cio¢ 1'incremento elementare
di y sta a quello di ¥ come y* sta ad uno.

Cid si pud serivere:

incremento elementare di y ¥

incremento elementare di ¥ T

e serivendo questa relazione con la notazione dif-
ferenziale:
4y

AN
dx = 1
oppure: .
dy

dx

!

Sl vede che la derivata ¥ & egnale al rapporto
dei due differenziali, rapporto che si chiama anche
coefficiente o quoziente differenziale.

Mostriamolo graficamente, benché dy e dx siano
troppo pleceoli per essere raffigurati; & una licenza
che ci si permette.

Sia da misuratsi la pendenza d'una retia 4B
{fig. 36). Portiamo AC — 1 e figuriamoci nuna oriz-
zontale dx passante per A.

La verticale cortispondente sard: dy.

Ci sono due mezzi per misurare la pendenza ed
i Joro risultati debbono essere equivalenti.

Si pud valntare CB = y'. Il valore y' rappresenta
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ad un tempo 1o pendenza di AB e la derivata della
gna ordinata y.
Ma si pud anche calcolare il rapporto:

dy -

dx '
quindi:
dy
—_— y’
dx
é Del resto la simi-
litudine dej triangoli
ci di anche:
dy y'
dx = T
ossia:
: dy '
)
. o dy
Quindi il quozente differenziale 5, Teppre-
senta esso pure la pendenza e ia derivata, Scrivere y'

dy

O scrivere & la stessa cosa. I1 denominatore

indica sempte la variabile rispetto alla quale si
detiva, = . . :
Cogl, -nella notazione @i Lagrange, la derivata di y
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tispetto a » si scriveva »';. La si scriverd pure:
dy

dz

Analogamente la derivata d1 y rispetto ad u si
scriverd sia ¥, sia:

dy
du
Si avrebbe pure:
d dz
Y= ‘_y € z'u =

dar du

come detivate di y rispetto a # e di = rispetto ad w,

Un grande vantaggio della notazione differen.
ziale ¢ di indicare rispetto a qual variabile si fa la
derivata.

Ora se, in questa notazione, riprendiamo la fun-
zicne y = 3x e facclamo crescete ¥ d'una quantita
dx tendente a zero, ne gsegne per y un’ aumento
cotrispondente dy. Avremo allora:

¥+ dy =3 {& + ds),
ossia: :

y+dy=32+4 3ds;
ma;

yu—=3a
e sottraendo questa dalla precedente:
. dy == 3 dx.
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Dividendo per dr abbiamo:

dy 3dx

———

dx dx

na % & la detivata di y rispetto a z, dunque

questa derivata & 3:

D.3x = 3

come gid sappiamo.

Questo metodo che ¢ sembra menc elementare
del nogtro & usato classicamente, salvo che si ri-
corte sovente ad una notazione un po' differente
che per noi non ha interease,

79. Scrittura delle derivate successive. —
Abbiamo visto che la notazione della derivata prima
di ¥ rispetto a », che scrivemmo finora y' o pid chia-

d
ramente y',, & diventata ?:—. Con questo stesso
modo di scrivere la derivata seconda, che era indi-
]
cata con 3", si scriveri -g;’—:ﬁ e la derivata terza

a'y
dxv’

Se dunque partiamo dalla funzione »* e se calco-
Hamo le sue derivate successive, -possiamo scrivere
successivamente:

' si scrivera e cosl via.



La notawione differenziale 140

y==2a
. dy

== ———— = .|x‘,

ax

dty
dxs

81 vede che questa lettura & molto facile. Ora
sapete scrivere le derivate in forma di rapporto
differenziale ma, anche sotto questa forma, riman-
goto derivate e conservano questo nome,

Onando si parla del differenziale di una funzione

=

d:
y s'intende non Té—, ma dy solo. Bisogna dunque

potere dare il valore di dy isolatamente,

Vedremo che non occorre calcolo alcuno; basta
scrivere il risnltato della derivazione in un‘altra
forma, )

80. Passaggio dalla derivata al differenziale.
— Prendiamo come poco fa le mosse dalla fun-
zlone y =2 x4, Ci dowandiamo il valore del diffe-
renziale dy di questa funzione,
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Ora, cotiosciamo la sua derivata:

dy

— g %

per trovare dy basta moltiplicare pet dxr i due
membri; si ha:

dy == 4 £V dx,

che & 1] differenziale. :

Siccome la derivata & 4#% il differenziale sara
423dr, ciod la derivata moltiplicata per ds.

Se fossimo partiti da y == #t, la cui derivata &

dy
_— =2y
dx
avremmo ottenuto:
dy =2 # dx.

I differenziale & la derivata mioltiplicata per dx,
Piti in generale: se una funzione y ha per deri-

vata 3, che si scrive anche -;—3:—. si ha:
i £

dy

—_—— =y
dx

¢ per conseguenza: '

dy == ¥ dx. .
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Il differenziale dy di una funzione y & eguale
al prodotto della derivata y' per ds (che & il gdif-
ferenziale della variabile ).

Se la variabile fosse z & chiaro che bisognerebbe
moltiplicare per ds.

Cosl se &:
y =1,
si ha:
dy
— =22z,
dx
e;
dy =2z dr.

Si moltiplica sempre la derivata della funzione
per il differenziale della variabile, cioéd, solitamente,
per dx.

81. Grandezze trascurablli. — Non abblamo
intenzione di occuparci della metafisica dell’infini-
tamente piceolo.

Leibniz fu il primo a mettere un po’ d'ordine
in guesti principi sottili sui quali ci si dilunga forse
un po’ troppo nelle espogizioni elementari.

Ne diremo tuttavia qualche cosa. :

Due grandezze infinitamente piccole sono dello
" stesso ordine quando non si pud trascurarne una
rispetto all’sltra.

{51 dovrebbe dite che i lore.rapporic lende ad
un numere finito ¢ non eguale allo zevo).
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Congidetiamo a & %—-; quandc N aumenta
indefinitamente & chiarc che —;— tende allo zero

e cid si esprime anche dicendo che %— & un infini-
tasimo; per valori abbastanza grandi d4i N, lo si
pud trascurare tispetto ad a e nof diremo che ";:T

& infinitesimo di primo ordine. Per la stessa ragione
2. diviso per N, cioé -—a--. diverra trascurabile ri-
N N3

apetto a _J%H' quando questo lo & rispetto ad a;

diremo che ~1—::-;- ¢ infinitesimo di secondo ordine,

Questi infinitesimi intervengono nel calcolo delle
derivate.

Cosi al numero 22 bis, abbiamo trovato che
Pinctemento di 2%, corrispondente all'incremente

I
~ della variabile », &
3 4 3% I

N+N*+N"

dopo aver moltiplicato per N esso diviene:

F1 I

' -
38 S+
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Per avere la derivata dobbiamo far crescere im-

definitamente il numero N; allora i termini —u

1
e N divengono infinitesimi, ciod tendono allo

zero, € il limite a cui tende I'espressione precedente,
ciod la derivata, & 322,

V'2 un caso nel quale bisogna ricordarsi di questi
termini legittimamente trascurati ed & quando i .
permettiamo di dare ad N un valore finilo, come
100 oppure 1000 od anche 10000 invece d'un valore
infinito.

Infatti & chiaro che se nell’espressione:

. 3x+1
R T

in cui » gia piccolissimo, diamo ad N il valore 100,
cid che di:

X 1
3

’
100 10000

i due ultimi termini possono non essere trascurabili
ué Iuno né laltro. Ora per vedere cid che vi & di
sottile nella distinzione fra gli infinitesimi dei di-
versi ordini, diamo ad x il valore o,0001; i due
0,0003 X
100 . Toooo

ancora 0,000003 € 0,0001, di modo che il termine di
secondo ordine ¢ molto pidy grande di quello di

termini considerati saranno
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primo. In realti né I'uno né I'aliro sono degli infi-
nitamente piccoll, poiché abbiamo dato ad N an
valore limitato; 100. La distinzione non & vera che
quando N tende allinfinito. Ma si vede che bisogna
penetrar pit addentro per utilizzare praticamente
queste nozioni.

. 81 bis. Applicazione del differenziali ai cal-
coli approssimati. — Precisamente, nei caleoli
approssimati dedotti dalla ¢onoscenza dei differen-
ziali, 8l denno ad N dei valori finiti e ne risaltano
degli errori che non sono sempre trascurabill. L ap.
plicazione dei differenziali ai caleoli speditivi & prin-
cipalmente impiegata in astronomia, ma ne daremo
una idea aiutandoci con un esempio semplice. Ese-
guiremo uno stesso calcolo col metodo aritmetico,
che & naturalmente piii preciso quando lo si pnd
applicare, e col metodo analitico, piid rapide e pin
generale.

Problema. — Di guanto cresce il volume d'un
serbatoio cubico di 1 metre di lale quando guesto lalo
aumenta di 1 millimelro?

METODO ARITMETICO. -
i volume primitivo era:
I X ¥ X t==1I metro cubo,
Esso diventa:

1,001 X L[,001 X L,001 = 1,003 003001 m*
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Risposta. — Esso aumenta di:
0,003 003 00T m%.
Il metodo analitice non sari molto pilt corto in
questo semplice caso, ma evitera le moltiplicaziont.

METODO ANALITICO,

Se il volume & y ed il lato », si ha ¥ = 2?; laderi-
vata di ¥ & 32 ed il differenziale dy = 32%dx.
Ora poniamo ’

dy == 0,001 € ¥=a1;

otteniamo

dy m=3 X 1 ¥ 0,00 = 0,003 m>.

CONFRONTO.

. Con Yaritmetica si trova o,003 oo3 oor;

Con I'analisi si trova o,003.

L'ertore proviene dall’aver considetato dx come
una quantita finita, cio¢ dall’aver assunto

1 1
dx ==

Hﬁ_ I 000

Nella valutazione dell'incremento della funzione
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volume si sono allora trascurati i termini

3x 3
= —————— = 0,000 003,
Na 1 000 000

I I
— == ————— == 000 000 001,
N3 1 ooot

sicché la valutazione analitica dell’incremento stesso
& risultata approssimata; & questa la ragione del
divario fra i risultati.
3x
Nt
vamente {ragcurabili quandoe N cresce indefinita-
mente, ma non lo sono piit se ad N si A un valore
finito costante, per quanto grande esso sia,
Permiamoci qui, poichd non & nei calcoli appros-
simati che rigiede il vero interesse dei differenziali,

Insomma i termini

I )
¢ divengonoe effetti-

82. Differenziali di somma, differenza, pro-
dotte, ecc. — Quando dovremo differenziare una
somma, un predotto, un gquoziente, un seno, un
logaritmo o qualunque altra esptessione contenente
%, che cosa faremo?

Prenderemo la derivata ¢ la moltiplicheremo per
dx.

8i debba ad esempio differenziare nna somma:

ye=324 22t —azx,
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la derivata &:
¥ =122 + 42 — a;
moltiplichlamo per dr ed avremo il differenziale:
dy = 12x%dx + 4 x dv — a ds.

Invece di scrivere y* & meglio usare la notazione
d
7:— ,1a quale, come abbiamo visto, indica egualmente

la detivata di y rispetto ad ». Ricominciame in
questo modo; sia:

Y= 32"+ 25— ax;
la derivata é&:
dy

dx

=12% 4+ 3x—a.

Moltiplichiamo per dx per avere il differenziale:
dy—=122% dx 4 42 dv — adx,
Si debba ora differenziare:
y == sen a.

Sappiamo che la derivata del seno & eguale al
coseno; scriviamolo:

dy
dx
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da, ¢ui ricaviamo:
dy = cos x dx,

che & il differenziale cercato. .
Bla ancora da differenziare:

y=hl F

i tratta di un logaritmo neperiano {perché ¢ indi-
cato con In), .

Abblamo visto al numerc 74 che la derivata ¢
1/x; scriviamola:

dy t

dx x
Moltiplicando per dx, abbiamo:
dx

dy= ’
X

che & il differenziale cercato,

8i vede che il calcolo dei differenziall si riconduce
al calcolo delle derivate, da cui differisce solo per
la scrittura. Le due forme hanno dei vantaggi par-
ticolari.



_ CAPITOLO XIII

IL MONTONE INTEGRALE
E LE FUNZIONI PRIMITIVE

83. 11 problema inverso delia derivazione. —
Il calcolo delle derivate consiste mel misurare l'in-
cremente unitario d'nna grandezza. Per esempio,
per la grandezza ¥ = #* abbiamo trovato che il suo
incremento unitario era misurato da 2«, che si chia-
ma derivata di .

Inversamente il calcolo integrale consiste, cono-
scendo la derivata, nel ritrovare la funzione primi-
tiva da cul essa proviene.

Quale ¢ la funzione priritiva che ha per derivata
2¢? & a%, L'operazione di risalire da 2x ad #* di-
cesi integrazione. Soltanto non st parte da una de-
rivata ma da un differenziale; cosi siccome 1a fun-
zione »* ha per differenziale 2xd¥, si dice che l'in-
tegrale di zadx & 0, Cid che si scrive:

[ 22dx = 2,
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1 segno [, che leggesi infegrale, rappresenta una
§ allungata; esso significa somme. Vedremo perchd
& legittimo di considerare una funzione primitiva
come la somma dei valorl del suo differenziale.

84.La grandezza totalizza I'accrescimento, —
Immaginiamo dapprima una grandezza che si possa
far variare a piacimento, per es. la quantiti d’acqua
cotitenuta in un serbatoio. Chiamiamo y il volume
dell’acqua, che riterremo funzione del tempe » mi-
surato in ore s partire da un istante in eni il ser-
batoic & vuoto,

Dei rubinetti regolabili permettano di riempire
o di svuotare il serbatoio. .— Abbiamo supposte
che all’inizio il serbatolo sia vnoto, qnindi il volnme
d'acqua & zero:

¥y= O.

Versiamo acqua nel serbatoio, in ragione di 12 litri
all’'ora, per 3 ore; I'accrescimento di y in litri al-
Yora & 12; & una derivata:

y' = 12;

I'incremento 3 del tempe x lo indicheremo con Az,
Il volume & anmentato di:

¥ Ax =12 X 3 ==36 litri. (n

Versiatno ora 10 litri all’'ora per mezz'ora. L'ac-
crescimento orario (o derivata) & 4" = 10.
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Il tempo é:
Az =1

N volume d’acqua aumenta di:
y Az =10 x =5 litri. (2)

Svuotiamo ora il serbatoio in ragione di 6 litri
all'ora, per 14 d’ora.
La derivata &:

!

y = — 6.
Il tempo &:

1
Ax = —,
4
Il volume cregee (in senso algebrico) di:
I
¥ Axr = (—6) x — = — 1,5 ltrl. (3)
4

Riempiamo di nuovo in ragione di 20 litri aill'ora
durante 5 ore.
I1 volume cresce di;

y Adx =20 X 3 = 100 litrl.

Valutiamo il velume dell’acqua nel serbatoio alla
tine della esperienza, cid che faremo sommando i
volumi entrati nel serbatoio durante i diversi in-
tervalli di tempo:
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Prima operazione .... 9" Ax = 4 36 litri
Seconda operazione .., ¥ dx=:+4+ 5 »
Terza operazione ..... Y Az ms=s 1,5 »
Quartz operazione ,... ¥ Ar= + 100 »

In totale..X ¥’Ax == 36 + $-1,5 + 100 = 139,51,

La somma di tutti i prodotti come y’ Ax & eguale
&l volumie d'acqgua coutenuto nel serbatoio, volume
che abblamo chiamato la funzione y. Ora, ciagseun
prodotto come ¥ Ax & un incremento della fun-
zione, Cosl la somma degli incrementi riproduce la
funzione; cid si scrive:

y = Z y'Ax.

Invece di fare variare quattro volte la portata,
avremmo potuto farla variare di minuto in minuto
o di seconde in secondo od anche per intervalli
di tempo piceolissimi dx; 1'integrazione, cloé la
somma di tutti gli ¥'dx, avrebbe dato sempte la
funzione y, ciok

y==j'y’dx.

85. Un peso misurato da una superfice, —
Per rimanete fedel ai metodi concretl che carat-
terizzano questo libretto immaginiamo un agnello
0 cui peso, per convenzione, passi in maniera coni-
tinua da zero a 9,5 chilogrammi nei 15 primi giomi
della sua esistenza. Siccome siamo padroni delle
nostre ipotesi, tracclamo a placimento la curva del
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suo peso y in chilogrammi (fig. 37) e deduciamone
la curva del suo ingrassamento y' in chilogrammi
al giorno (sappiamo derivare graficamente; N. 35).

Alla fine del primo giorno 'agnello pesa 1 chilo-

a5,
ef-+4- 5 u
< Vi
& ! A
4 dANNNNE
3
2 /q.-J.._
1
0|Z-1;3¢'.¢ q 1N 5
ANNEER
“'2’ A Ll
y FE9Ipt

Fig. 37.

grammo; il secondo glommo, z chilogrammi; il terzo
glotno, 3 chilogrammi e §, ecc.

Nel primo giommo l'ingrassamento ¢ di 1 chilo-
grammo &l giorno, nel secondo giorno, di 1 chilo.
grammo al giorno, nel terzo giomo di 1,5 chilo.
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grammi al giorno ete. Osserviamo una cosa impor-
tante: la curva del pesc fofalizza la superfice della
curva derivata. Ecco come:

Il 4 gennaio la superfice limitata dall’arco della
derivata, dalle ordinate del suoi estremi, e dall’asse
# {detta quadratura dell'arco) & di 5 quadratini e 4.
Ora vediamo in alto che I'agnello pesa 5 chilogrammi
e -} Il 6 gennaio la quadratura della derivata @&
di 7 quadratini e }, e 'agnello pesa 7,5 chilogrammi,
come & mostrato dalla curva del peso.

Ne segue che per avere il peso ad un istante dato
possiamo seguire due vie: 1° contare i chilogrammi
sulla ordinata della curva primitiva; 2° contare i
quadratini {(superfice) nella quadratura della curva
derivata. Va da sé che i quadratini sotto lasse &
vanno sottratti, poiché il montone dimagra,

Caleoliamo cosl il peso al guindicesimo giorno;

Superfice 4 = 7 quadratini e 1 positivi,
Superfice B = 4 quadratini negativi,
Superfice € = 6 quadratini positivi,
Supetfice totale = 7+ § — 4 + 6 =9 quadr. }

Il peso & di 9 chilogrammi e } ed & cié che pos-
siamo constatare sulla curva primitiva.

Cid fornisce un mezzo grafico per infegrare una
derivata. La si traccia su carta quadrettata (mil-
limetrata) ed in ciascun punte si portano delle
ordinate primitive proporzionali al numero dei qua-
dratini a partire dall’origine.
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Ci siamo rivolti al case pid semplice nel quale il
peso partiva dallo zero; abblamo visto che la curva
primitiva o integrale totalizzava la superﬁce della

derivata.

Prendiamo il caze d'un valore iniziale non nullo.

Abbiasi un montone
che pesi 10 chilo-
grammi al 10 gennaio,
12 kg al 1¢ febbraio,
ecc., come indica la
prima curva della fi-
gura 38.

Sia ¢ il peso ed
ringrassamentoin ¢hi-
logrammi al mese, ¢
sia x il tempo in mesi.

Per vedere come
- varig il peso dal 1¢
febbraio al 1e aprile
{ciot fra due limiti)
dividiamo il tempo in
6 decadi. Portiamo f
pesl, come ordinate, di
2 in 2 chilogrammi.

8‘
-
- ] I
¢ 3 % x

Fig. 38.

Dividiamo la superfice della derivata in 6 stnsce,
corrispondenti a queste decadi. Al 30¢ giorno I'in-
grassamento ¢ misurato dali’ordinata della deri-
vata, cio¢ da ¢, che supponiamo circa 2,400 chi-
logrammi al mese. La decade vale } di mese: Ax =14}

Il peso aumenterd nella prima decade approssi-
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mativamente 4
¥ A% =} X 2,400 = 0,800 kg,

che & la quantitd di cui cresce I'ordinata neila curva
del peso. Dunque l'ordinata cresce d'un piccolo sca-
lino verticale proporzionale alla superﬁee ¥ Az della
prima striscia. .

La cosa si ripete cingu volte e quando la super-
fice sard aumentata di 6 strisce, l'ordinata sara cre-
scinta di 6 scalinl, Ne segue che GF totalizza la su-
perfice tratteggiata come pure l'ingrassamento totale
dal 300 giorno al 9o, efod del 10 febbraio al 10 aprile,

Cercare di quanto ingrassa il montone dal 10 feb-
braio al 1° aprile & cid che si chiama trovare 1'inte-
grale definito dell'ingrassamento fra due limiti
(1® febbraio-1¢ aprile),

Siccome I'ingrassamento & la somma di tutti g
y' dr che si possono formare (per quanto mmmerosi
siano) vediamo che per calcolare:

e Aprile
f ¥ dx,
1* Pebbraio

{somma dal 1° febbraio al 1° aprile di tutti gli 3’ d»
¢ ingrassamento X tempo), basta pesate il montone
al 1° febbraio ed al 1° aprile e fare la differenza
fra il secondo peso ed il primo: y, —y,.

Ne segue che la bilancia & il pin diffuso fra tutti
gli apparecchi d’integraziome definita. Essa tota-
lizza od integra l'ingrassamento,
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Posslamo scrivere:

i Apxile - o

j ingrassamente x tempo =
1* Febbraio

== differenza fra il peso al 10 aprile e il peso al 10 feb-

braio; ’

cid si scrive matematicamente :

J‘-ay’ dx == yy — ¥ya

LR

ove i limiti » =— 1 mese ¢ ¥ = 3 mesi seghano il
principio e la fine dell'operazione.

87. Integrazione definita e indefinita d’una
derivata, — Anzitutto Vintegrazione indefinita &
per noi la pitt semplice.

Nel caso del montone essa consisteva, conoscendo
la curva derivata (cioé dell’ingrassamento) nel ri-
trovare la curva del peso ed a tracciarla intera-
tnente, indefinitamente.

Quando la derivata & data da una formola come
¥ == 2%, 1a cosa & assal pill semplice. Non ¢'¢ bi-
sogno di tracciare la curva per trovare Pintegrale
di 2x; basta ricordare che la funzione #* ha per
derivata 2x e per differenziale 22 dx.

Si scrive allora:

j‘zx dx —= 2 + C;



63 It calcolo differenziale ed integrale

abbiamo visto al numero 39 perché bisogna ag.
giungere la costante d’integrazione €.
Ma se mi si domanda di calcolare:

= 3
f 2 x dx

¥ - 1
entro due lmiti, ricorderd la mia formola e dird:

Iintegrale indefinito di zadx & »*;
ma per # = 1 si ha 4" = 1,
v per x = 2 sl ha *? = 4;

bisogna fare la differenza dei due valori cosi otte-
mti: 4 — 1 = 3:

N = 3
Lf 2 x dx = 3.
L |

Si calcola Vintegrale indefinito #* e si fa la diffe-
renza dei due wvalori di #* ottenuti mettendo al
posto di » i suoi valord ai limiti,

88, Quadratura. -- Rappresentiamo grafica-
mente la derivata ¥ = 2x ed il suo integrale y = 2*
{fig. 39); lintegrale definito di ' da 1 a 2 & eguale
B Yy— =3

Esso misura la superfice limitaeta dal corrispon-
dente arco della derivata, dalle ordinate del suol
estremi e dall’asse .
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L'integrazione d'una derivata da dunque il mezzo
di nisurate la sua superfice fra due limiti.

Cid sl chiama anche fare nna quadratura, Ne fa-
remo pilt avanti. Prevediamo perd gid due apph-
cazioni di questo fatto:

1° 8i pud sostituire una misura di superfice
con una integrazione;
2° reciprocamente si pud sostituire un'inte.
grazione con ia misura d'una superfice,
Lo scopo di questo capitole era di darci delle
gozionj semplici. Ora le applicheremo,



CAPITOLO XIV

INTEGRAZIONE IMMEDIATA

89. Principlo del metodo. — Quando si parla
d’integrazione senza specificare oltre vuol dire che
sl tratta d'una integrazione indefinita, cio che bi-
sogna, conoscendo un differenziale od una derivata,
tisalire alla funzione. Sappiamo che basta ricordarsi
il caleolo della derivata e che non bisogna dimenti-
care dI aggiungere una costante d'integrazione.

Cogl »* ba per derivata 3»% e per differenziale
3xdy, quindi, inversamente, I'integrale di 3a%dx & »%;

fasdr=2+C:
aggiungo C perché #% + 4 oppure #* 4 4 oppure

x* 4 C hanno tutte per derivata 3x' € perché voglio
timanere nel caso generale,

90. Potenze di »v. — Sappiamo che la derivata
di xt &4 2, Quind.i inversamente:

Jarwdi=2s+C..
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Proviamo ora ad integrare non 4+°, ma sempli-
cemente 29, Con qualche tentativo riusciremo a tro-
vare il risultato. Ricordiamo che per derivare dob-
hiamo abbassare l'espomente di un'anitd, Quindi
dovremo fare I'operazione inversa e I'esponente sara
4, ma la detivata di * & 44 che & quattro volte

maggiore; proviamo con -i- #4%, 1a derivata & proptio
4:—- 29, ciod 23, B quanto cercavamo, quindi:
1
Jrdv=—uz+ C.
4

Dungque, per integrare una potenza di #, bisogna
anmentare l'esponente di un'uniti e dividere per
il nuovo esponente,

Cosl, siccome #™ ha per derivata ma™—3, inver-
samente:

nt
_[mx"‘“ dr=—2x" 3+ C=2a™ 4 C;
m

parimenti si ha:

I .
Jamdr = — g G,
I |
91. Coefliiclenpti costanti. — Qsserviamo che

ogni costante che moltiplica il differenziale molti.
plica pure l'integrale, :
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Cosi avendo: -
S
Ix’dx=——-—-x' + C,
3
si ha pure:

st‘dx:—s—x' + C;
3

infatti se calcoliamo la derivata di —2— x? troviamo
L;— %, ciod 5 a1,

Si esprime questo fatio dicendo che ai pnué portar
fuori dall'integrale un coefficiente costante.
Nel nostro caso:

1

[ dy=35 [sdr=35 x »4C
3
=-—5-—x’-|-C.
3

92. Costanti aggiunte, — La derivata di ¥%4 42
&340 + 4.
Inversamente s deve avere:

fasxdx + 4dw==2* 4 43 4 C.

Il termine 4 dx & un elemento differenziale che
proviene da un termine numerico della derivata.
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Ora il termine che ha per derivata 4 non pud essere
che 4x, quindi integreremo 4 dx con 4 x.

Del resto il solo criterio & il seguente:

Quando avrete trovato Llintegrale, verificate,
prendendone la derivata e moltiplicandola per dx, se
riottenete il differenziale proposto.

Nell'nltimo esempio, derivando ' + 42 troviame
3#% 4. 4 che moltiplicato per dx i di precisamente
329 dx 4 4 dx che & il differenziale proposto,

93. Integrale d'una somma, — Siccome la de-
rivata d'una somma di funzioni & la somma delle
derivate degli addendi, sara la stessa cosa del diffe-
renziali e quindi degli integrali. Cosl per integrare
une somma di funzioni (o di differenziall) integre-
femo ciascun termine della somma col suo segno,
Ad esempio sia da integrare il differenziale: '

dy==5x%dx-— 3 atdx 4 4 xdx;
integrando ogid termine otterremo:

5 3

4
_._xi-——-x'-]-_-——x',

5 3 2
¢ semplificando:

2 — | 24,
/

94. Prodotti. — Sapponiamo di dover integrare
una funzione sotto forma di prodotio; ad esempio si
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debba valutare {'integrale:
J(x +2) (x—2) ds.
Si presenta molto difficile la determinazione
diretta di upa funzione che abbia per derivata
(* 4+ 2) (x —2). E opportuno eseguire il prodotte

indicato, ed allora }a funzione da integrare assume
la forma #*—— 4. 1’integrale diviene:

J et —q) dx =j'x' dx — 4 ds
o= 47— 4 %
95. Alcuﬁe formole d'integrazione imme-
diata. — Ricordando i risnltati ottenmti quando
calcolommé le derivate, possiamo integrare a prima

vista aleuni differenziali usuali.
Siccome la derivata di sen » & cos #, avremo:

Ims#dx';senx + C..

Poiche la derivafa di cog ¥ & — sen » e la derivata
— C0S ¥ € Sel ¥ aVremo:

J—senxydyr =cosx + C,
ed anche: -

o j'senxdxm—Qéosx+C.
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La funzione £* ha per derivata £2, quindi:
Jetdz mme® 4 C;

cioé la sua integrazione la riproduce a meno d'una

costante. :

I
, per cui:
x

La funzione 2 ‘\/x- ha per detivata’

j’.' . dx =12 4/7 -+ C.

x

. H
La funzione Imx ha per derivata ——, quindi:
. . : x

I
f“dx=lnx + C.
F

Utilizzando queste facili ed importanti formule
di integrazione, e la regola esposta al n. 93, ginstifi-
cherete subito le seguenti eguaglianze:

I
[(cosx+—-—)dx=senx+lnx+c;
X

J.(x'-l—T;;_—'-] dx=%x'+z\/§ +C.

Potrete voi stessi esercitarvi ad integrare somme
di potenze di x con funzioni trigonometriche, loga-
ritmi ed esponenziali.

Tuttavia troverete molte funzioni, che resiste-
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ranno all’integrazione immediata. Potranno ser-
vire in molti casi altri metodi di integrazione, che
ora impareremo.

Noi non possiamio che accennare brevemente ad
aleund del numerosi argomenti del nostro wvasto
soggetto, Per noi, che non siamo matematici, non
& essenziale conoscere a fondo t metodi, bensi com-
prenderne il meccanismo e le pin semplici applica-
loul. Vogliamo semplicemente istrnirei: nom siamo
specialisti, e preferiamo, come diceva Pascal, sa-
pere piuttosto un po’ di tutto che non tutto di una
sola cosa.

Sappiamo gid tante cose del calcolo integrale.
Tentiamo d'impararne un po’ di pid.



CAPITOLO XV

ALTRI METODI D’'INTEGRAZIONE
INDEFINITA

95. Integrazioni per parti. — Non bisogna cre-
dere che l'integrazione per partl consista nell’inte-
grare un polinomio termine a termine. Abbiamo
gid appresa questa operazionte nel capitolo prece-
dente, parlando dell'integrale d'una somma,

Ora si fratta di elementi non direttamente in-
tegrabill ma che si possono considerare come facenti
parte del differenziale di un prodotto.

Questo artificio pur cosi semplice & in generale
cosl poco spiegato che molti allievi ne applicano la
formola sehiza bene comprenderla.

Pet preparare il terreno prendiamo un caso in
cui Tartificio & inutile poichd la derivata de! pro-
dotto & completa, )

Vi ricordate che la derivata d'un prodotto di
due funzioni di ¥ si ottiene moltiplicando ciascun
fattore per la derivata dell’altro ¢ sommando i
risultatf. '
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’ [
D.ouyr = 1w + wv;

la funzione primitiva suv ha quindi per denvata
ur' 4 u'v e per differenziale;

wr'dy + wuds.

Essa &, naturalmente, l'integrale del suo diffe-
renziale, € si ba quindi: =~ |

uv = [wo'dx + [w'vdx. {1)

Supponiamo ora di dover caloolare un integrale
defla forma: :

j'm:'dx + [ v'vdx;

in virtd di quanto abbiamo ora ricordato, sappiamo
che esso & eguale a uv.
Ripetiamo tutto cid applicandolo ad un esempio,
Partiamo 'da un prodotto che differetizieremo
per imparare ad integratlo in seguito. '
Sia dunque da differenziare il prodotto ¥ x e
Anzitutto dobbiamo derivare. Moltiplichiamo la
derivata di #, che & 1, per #®, ¢id che ¢l dAd 5 X ¢7,
poi moltiplichiamo » per la derivata di ¢*, che &
%, cid che ci dA xe*. Sommando abbiamo la denvata
tichjesta:

1 X e¥ 4 e,
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Per avere il differenziale moltiplichiamo per dx e
otteniamo:

1 X &% dx + xe* dx.

Allora, se si deve eseguire lmtegrale dl questa
somma, ciod

J 1 x e*dx + [ xevdx,

riconosciamo tuttl gli elementi provenienti dal
prodotto dianzi considerato, e scriveremo senza
indugio . .

J e dx + [ xe® dx = xe®. @

Ora supponiamo di dovete integrare solo una
parte del primo membro, precisamente j'xs' dx;
se abbiamo abbastanza esercizio vi scorgeremo una
parte del differenziale del prodotto xe® e se l'altra
parte ¢*dx & integrahile facilmente, poco importa
che non lo sia x¢® dx; possiamo infatti operare per
differenza, perchd l'eguaglianza (2} o da:

' | #e®dx = ze* — [e® dx.

Ora l'uitimo integrale rientra nel quadro-dégli_

integrali semplici che abbiamo studiato; infatti esso
& ¢ come sappiamo; allora: .

J#e® 83 = xe® —¢* 4 C.
= g¥ {x——l] 4+ C.
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~ Eccovi adesso il procedimentio generale.
Ricordiamo l'eguaglianza (1):

uv = [w'dx + Iu’odx,'

e risolviamola rispetto al primo integrale del secondo
membro:

| w' dx = uv — [ o vdr. (3) .

B questa una formula importantissima, che vi
gloverd sapere a memoria. In essa & contenuta la
regola della integrazione per partl.

Riprenderemo ora l'esempio precedente, peresporlo
come viene esposto classicamente.

97. Impiego della formola, — Sia da calcolare
Ixe” dx. Siccome vediamo due fatiori, » e &9, giu-
dichiamo vantaggioso di scorgervi una parie del dif-
ferenziale d'un prodotto wy (il quale differenziale
& uo' dx + vi'dx).

Dobbismo dunque indicare x ed £® con le lettere 4
e v’. La pratica consiglia di porre r —u ed ¢* =o'
{con numerosi esercizi acquisterete anche voi guella
esperienza ch'é la pih sicura guida nel caleolo degli
integrali). '

Posto dunque

¥ o=y, &F — ﬂ"
si deduce che

ﬁ'=l & Uy =—eT
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La formula (3} diviene, nel nostro caso,
J xevdx == ve® — [e%dx,

e poiché¢ sappiamo che l'nltimo integrale & eguale
ad ¢%, abbiamo:

§ xe®dx =20 —e* + C
0 ancora:
I xe®dx — e® (¥ — 1) + C.

E lo stesso risulfato che ottenemmo prima.

Insomma la malizia consiste nel riconoscere nella
espressione coriacea da integrare una parte della
derivata di un prodotto, di cul {’altra parte sia te-
nera e si integra la parte coriacea per diffetenza,
senza rompersi i denti,

Quando talune espressioni coriacee si riducomo
ad un 80l fattore, si spinge V'astuzia fino a conside-
rare guesto fattore come moitiplicato per l'unita;
e il bello ¢ che qualche volta si raggiunge lo scopo.
Cosl sia da calcolare:

Jn xdx;

moltiplichiamo !'espressione da integrarsi per 1, il
che noo cambia nulla, L’espresgione diventa:

lelnxdx.



182 {1 calcolo differenziale ed integrale

Poniamo In ¥ — u e 1 ==1"; essendo la derivata
di In x eguale a -—;-, si avra u’==—;. Yinte-

grale di 1 ¢ », per cui si avra v =< x.
Introduciamo i quattro valori:

I
u=lnx. U'=I. u’.—_-__, r==x
x

nelta formula fondamentale {3). Questa diventa:
1
_[]nx X 1-dy=Inx X x—~_[-——xdx.
x

ossia;
Jinxds =yInx — fdx -
poiché:
I

—_—F=1.

x

Siccome I'integrale di d» (oppure 1 X da) & », si
ba infine:

flnzdy—slnx—x+ C=2 (Inx-—1) + C.
Vedete che l'artificio ha servito.

98. Mezzo per evitare le formole, — La for-
mola fondamentale (3) ¢ facile da impararsi a me-
moria, e la si pud anche ticostruire facilmente,
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Tuttavia non & indispensabile e v'insegnerd ora
il mezzo per fame a meno,

Non avete che da inspirarvi a <id che avete letto
in princlpio di questo capitolo sulla derivata del
prodotto.

Essa ha la forma d'una somma di due termini,
ciascun termine comprende una primitiva ed una
derivata.

8i osserverd che un termine pud essere il prodotto
d1 due fattori gualungue ma che bisogna dedurne
Yaltro mediante una detivazione ed una integrazione
diretta.

Sia da calcolare;

| vsen xds.

Ho due fattori x € sen x; la derivata di v ¢ 1, la
primitiva di sen # & — cos #.

Il termine che completa la derivata &i un prodotto
sari dunque:

T X (~-cos ).
Le due primitive sono » e — cos #.
Scriviamo che il prodotto # x (— cos x) & linte.
grale del suo differenziale. Abbiama:
#(-—cosa) = [rsenzdr + Jr X (—cosx)dx
© ancora:

—xcosx= [xsenxdr + [ (— coex)dx.
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. Ricaviamo l'integrale da calcolare:
Jrsenydy==— [ (—cosx)dr—xconx

€ siccome l'integrale di cos # & —gen s
si ha:

Jxsenxdre=senx— s cos x + C.
Alivo esempio. — Calcoliamo ora analogamente
I £ cos x dx,
Ho due fattori ¥ e cos x: la derivata di » & 1,
la primitiva di cos » & sen x, ~

1l termine che completa la derivata di un pro-
dotto sari quindi;

[ ¥ sen x.

Setivianto che il prodotto delle primitive » X sen 2
¢ Vintegrale del suo differenziale. Avremo:

zsen x= [xcosxdr + J1 x sen xdx.
Ricaviamone I'integrale da calcolare; avremo:
_[xcosxdx,—-_xsenx— Iser-urdx
ma 'integrale di sen ¥ & — cos 2, da cun:

[rcosxds==sxsens — (— cos 1)
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o finalmente:
3 cos xdy=xsenzx 4 coss + C.

Teniamo bene a mente questo risultato che ci
permetterd df risolvere un caso an po® pid difficile.
Ricordiamo che per avere la derivata completa
di un prodotto occorrono due primitive e due de-
tivate, disposte simmetricamente in questo modo:

ut’ 4 v,
Intraprendiamo ora il calcolo di:
| a2 sen 2 dx.

Ho due fattori »* ¢ sen x, devo derivare l'uno
ed integrare l'altro:

La detivata di »* & 2x;

La ptimitiva di sen * é — cos »;

Le due primitive sono dunque ¥ e — cos »;

Scriviamo che il prodotto delle due primitive
lintegrale del suo differenziale:

xt(—cosx) = [x*sen s dv + f2 #(—cosx)dx

Ricaviamone ['integrale da calcolare:

I:r'senxds-—:—j‘zx(—-—eosx)dx-|-x'{-—cosx);

portiamo fuori dal segno integrale il coefficlente 2
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e geriviamo, badando ai segni:

Jarsenxdy—2 frcosxds— s cosx.
N
Ma nell’esempio precedente abbiamo trovato che
Uintegrale di x cos » &:

xsenx 4 cosxr + C;
utilizzando questo risultato, abbiamo:
[ stsenxds—z23senx + 2 cosz—a*cosx + C.

Ci¢ mostra che lartificio dell'integrazione per
parii pud ripetersi pih volte nel calcolo dello stesso
integrale; i risultati ottenufl possono venire utiliz-
zati in casi sempre pilt complessi,

99. In quali casi I'artificio torna opportuno, —
In sostanza affinché il giochetto riesca occorrono due
condizioni, Esaminiamo l'esempio gia trattato:

|= Imsxdx;

i due fattori sono x e cos #.

1° Bisogna che ai possa facilmente derlvare 'uno
ed integrare l'altro a vista.

2¢ Bisogna che il prodotto dei due nuovi fattori
sla pidt facile da integrarsi dell’espressione primitiva.

Qui abblamo:

¥ X cosx)
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possiamo anzitutto derivare » ed integrare cos #,
eld che dd 1 X sen x» oppute sen x; siccome il diffe-
tenziale sen ¥ d¢ ¢ integrabile a vista, l'artificio
setvird, Ma si sarebbe potuto anche, partendo da
# cos # integrare x e derivare cos ».

Cid avrebbe dato:
x2
— X (—sen »}.
2

]
Dovremmo allora integrare -%— {(— sen %} dr,

e questo integrale sarebbe molto pih difficile di quello
proposto. Avremmo allora ticomosciuto di aver se-
guito una via sbagliata.

Dapprima si brancolera un po’ ma in seguito si
acquisterd assal rapidamente il fiuto necessario.

Fermiamoci ai quattro esempi trattati; questi
sono elementari ma sufficlenti per far caplre il
metodo, c¢id che & il nostro solo scopo.

100. Metodo di sostituzione o di cambia-
mento della variabile. — L’artificio & analogo a
quello della funzione di funzione che imparammo
nel n, 50, Ma qui 1a malizia non riuscira se non quan-
do Yintegrale diventa pid semplice dopo il cambia-
mento della variabile.

Facclamo un esempio. Sia da calcolare l'integrale

x dx
[\/I —

poniamo 1 — x*—=u.
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Siccome queste due quantitd sono eguall tra lore
lo saranno anche i loro differenziali (cio esse cre-
scono egualmente}; guindi:

d (r — %) = du;
ora & noto che il differenziale di 1 & zero, e quello

di — »* & — 2xdy; V'eguaglianza precedente diventa
. quindi:

— 2xdx = du,
da cud sl ricava:
du
xdr =  —:
z

allora il numeratore dell’espressione da integrare

d
pud venir soatituito con — --21‘- ed il denominatore

con 4/ w; lintegrale diventa:
du

P R vt

P -
Ma V'espressione L% . & 1 differenziale di h
2 W

1

infatti 4/ "% ha per derivata e per differen-

2 L
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ziale:
I du
—— -d“ = ———
24/ u 24/ u
quindi:
du
—f—==Vu+C
2 4/

Questo & il risultato; scriviamolo sostituendo u
col suo valore 1 — 41:

—Vu4+C=—+1—2+0C.

E lintegrale che dovevamo calcolare:

xdx
—_——— =y Tt O,
vViI—a

Diamo ancora qualche esenipio abbreviando le
spiegazioni che sarebbero identiche alle precedenti.
Calccliamo:

Itgxdx.
Chiamiamo S lintegrale da calcolarsi, allora:

sen
S=f—"dx
COs &

sen x
poiche la tg » & il guoziente

08 ¥
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Poniamo cos ¥ = . Differenziando e ricordando
che la derivata di cos x ¢ — sen », si ha:

—genxsdr—du dacui senxdyr——du

e guindi:

— du

S={ ——;

»®

1
Ricordando che In# ha per derivata —- &:
H

— du
Sﬁj‘ = —Inu 4+ C;
"

soatituiamo u col suo valore cos x:
S=—hcosx 4 C. ~
Ecco 1l risultato: notiamolo:
ftg#dr = —Incosx + C.

101. Condizioni di successo, — Ora posslamo
fare un’osservazione, ed & che il giochetto tiesce
perché le espressioni cousiderate contengono una
funzione e la sua derivata.

Cosl mnel caso precedente avevamo tgs, ma

I'abbiamo trasformata in %ZE -:. e questa pno espri-

mersi mediante una funziope e la sua derivata.
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Prendiamo ancora um altro esempio; sia da calco-
“lare:

S=[f{zx 4 1) {20 + 2 — 2) d¥.

L’attificio deve riuscire poiché la quantitd chinsa
nella prima parentesi é esattamente la derivata di
quella che si trova nella seconds,

Potremo: .

2 4 ¥ — 2 ==y

prendendo i differenziali avremo (2 ¥ 4 1) dv = du,
da cui si deduce;

e du
2% 4+ 7 me—,
dx

Introducendo questi valorl nell'integrale si ba:

v odu
s =j — X ut dx=ju'du'
dx T
“'
I'integrale di «t ¢ -— , e quindi:

©?
3

sostituiamo » con »® + ¥ — 2, € avremo*
S=%(x‘ + +—2)* 4+ C.

Rimane da notare che non & proprio necessario
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che l'espressionie contenga due elementi di eui l'uno
sia la derivata esatta dell’altro; essi possomo tro-
varsi moltiplicati per dei coefficienti costanti, il
che non impedisce la semplificazione poicht questi
coefficlenti si possono portare fuori deil’integrale.

Tllustriaino questo concetto con un ultimo esem-
plo. Sia da calcolare I'integrale,

x
S= ————dx.
I 4 &t

Abbiamo qui due elementi r e 1 4 2* 4i cui non
si pud proprio dire che » sia la derivata di 1 § 22,
poiché questa derivata & 2x; ma 2x o v & la stessa
cosa a meno @i un fallove costante che &

Invece di essere la derivata, ¥ & la mezza deri-
vata, Vedrete il fattore § uscire dall’integrale senza
disturbarci affatto.

Ponlamo:
1 -|- X,
differenziamo: '
2x dx = du,
da euni:
du
2 dx o= — -:
2

sostituendo questi valori nell’integrale dato ab-
biamo:

sef a2 (2

[+ 2t
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ma au ha per integrale In «, dunque $ =3Inu+C
“

e sostituendo v con t 4+ »' s ha:

S=4In(x1 + 2 + C.

Vedete che il fattore % non ¢i ha contrastato i)
successo, .

Ounindi applicherete la regola del cambiamento
di variabile tutte le volte che l'espressione si com-
pone d’elementi di cui I'uno & la derivata dell’altro,
anche a meno di un fattore costante,

Fermiamoei qui nello studio dell’integrazicne inde-
finita. Gl altri procedimenti d'integrazione ci con.
durrebbero fuori del quadro elementare nel quale
voglianio restare. In pratica & raroc che si venga
fermati da una difficoltd d’integrazione, poiché i
formularii e le opere speciali danno delle tavole
d’integrali nelle quali basta attingere. L’essenziale
& di cavarsela nei casi semplici e di comprendere il
meccanismo del calcolo nei suoi principii fondamen-
tali. :



CAPITOLO XVI

INTEGRAZIONE DEFINITA
E PLANIMETRIA

102, Richiamo del principio fondamentale. —
Abblamo gid mostrato tiel capitolo XIII come si

& 3 1"25
1 -
q c
??.ﬁ'% E'
0 M N
Fig. 40.

possa calcolare per integra-
zione la superfice limitata
da una curva. Richiamiamo
il principio in base alla f-
gura 4o.

Sia 9’ una curva; sl desi-
dera quadrare il suo arce
M’ N, clod valutare Y’area
della superficie tratteggiata,

Sia y la curva integrale;
I'area fratteggiata & misu-
tata dalla differenza delle
ordinate corrispondenti ai
limiti dell’integrazione, cioé

da AB. Si calcolerd quindi l'integrale definito tra
0 e M (che & indicato da QP), poi V'integrale definito
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tra O ed N (indicato da CB) ¢ si fard la differenza
(indicata da A B) la quale data I'area richiesta. Degli
esempi chiatiranno la cosa.

103. Area della sinusoide. — La curva detta
sinusoide & il diagramma della funzione sen s

*?2

+1

R
p,

(fig. 41). Consideriamo qnesta funzione come una
derivata e scriviamo quindi

Fig. 41.

y == sen ¥;
il smo intégrale ¢ allora:
y=—vcoszx + C.

Potremmo dare a C non importa qual valore, ma
se vogliamo misurare comodamente le atee per
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mezzo qelle ordinate della curva integrale & vantag-
gioso che questa passi per Vorigine.

Per realizzare cid prendiamo € = 1 e tracciamo
la cutva (o linea) integrale:

y=-—cosx + I.

Questa passerd per lorigine, poiché per » = 0
si ha cos ¥ =1 e quindi

y=—1+1=0.

Costruendo la curva integrale wvedrete che la
ordinata nel punto 4 & 2. Siccome Vordinata al-
I'otigine & 0, la superfice tratteggiata ¢ eguale a
2—0=3,

L'unitd di lunghezza & qul eguale al ragpio del
cerchio trigonometrico pure disegnato nella fgura 41,
La superfice 1 & il quadrato costruito su questo
raggio. La supetfice 2 & eguale a due volte il quadrato
precedente; dunque i'area della sinusoide da 0 a xn
& uguale al doppio del quadrato costruito sul raggio.

Scriveremo anche, con la notszione del n. 86,
che V'area richiesta &

- L)
S=[ senxdx-s[—cosx]
0

L’espressione:
”
[+ —]
0
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significa; differenza dei valoridi — cos ¥ pery =12
eper x =0,

Per ¥ == ; s sa che cos ¥ = — 1 e quindi
— 08 & =1} per ¥ == 0 & noto che co08 ¥ — 1
e quindi — cos ¥ = — 1. Quindi la predetta diffe-
tenza & 2.

La superficie & quindi 2, come avevamo trovato.

Se volessimo calcolare la supetrfice limitata fra
le ordinate corrispondenti ai punti M e N della fi-
gura 40, avremmo da valutare — cos x¥ per un arco
eguale a ON, poi per un arco eguale a OM indi fare
la differenza. Graficamente la cosa & pid semplice;
basterebbe (6g. 40) misurare 4B, che & la differenza
fra le ordinate sulla curva integrale.

Se & AB == 1,25 in parti di raggio, vuol dire che
ia superficie vale 1,25 volte il quadrato costruite
sul raggio.

Non servirebbe a nulla saper fare dei calcoli
che non mettano capo a dei numerl. Nel caso del-
I'area totale calcolata pid sopra ed eguale a 2, se
il raggio del cerchio & di 1 decimetro, I'area limitata
dalla curva ¢ di z decimetri quadrati.

Nel casc del calcolo grafico successivo, se il
raggio del cerchio, fosse di 1 metro, I'atea sarebbe
di 1,25 m.*

104. Area d'un segmento di parabola. —
L'equazione della parabola, quando si prende il
suo asse di simmetria come asse delle x, e la tan-
gente nel vertice come asse delle y, & y* = 2px
{fig. 42). Se si prende al contrario V'asse di simmetria
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come asse delle ¥ ¢ la tangente nel vertice come asse z,
& &t — 2py (fg. 43); questa equazione si ottiene
dalla precedente scambilando fra loro » & y. Pren-
dendo 2p =1 sl ha, con quest'ultimo sistema di
tiferimento, ¥? e= ¥ ossia ¥ = 21,

Calcoliamo dunque (fig. 43) la supetfice compresa

Fig. 42. Fig. 43.

fra la curva y = #* e 1'asse delle #, cloé guella del
triangolo mistilineo OBE; troveremo poi facilmente
l'area del segmento.

Consideriamo la curva come una derivata e
poniamo:

¥y = 2%;
il suo integrale &:
y =}t

La gquadratura dell’arco OB, compreso fra i punti
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di ascisse r =0 e x==1, &;

SEI‘: x’dx=[ix']1== —0=4¢.

Siccome 1'area del quadrato OABE & eguale a 1,
I'area del triangolo mistilineo 0BA & 1 — §, ossia
2/3. Ne segue che Parea del segmento di parabola
punteggiato COB & eguale a due terzi del rettangolo
CDEB che lo contiene.

Lo stesso tisultato vale per gualungue segmento
parabolico, come si pud verificare ponendo

OE =, ¢ EB =¥,
Allora:
area OABE == ¥, = x 2 f = 2?

mentre:

)
S o= l%x‘] = %-"1';
¢
quindi S & un terzo di OABE.

105. Potenza del metodo, — La quadratura
della parabola per mezzo del calcolo integrale &
cosi semplice che quasi sl pud farla mentalmente.

Ora il primo metodo di quadratura della parabola
timonta ad Archimede, il quale non avendo a sua



200 i mfco!a dtﬁ'erenzmh ed mtegm!e

disposizione le risorse dell’analisi moderna trovd
la soluzione per mezzo d'un metodo statico (imma-
ginando dei triangoli e dei rettangoli sospesi a delle
leve) e giustificd geometricamente il risultato; cioé:
¢he l'area del segmento di parabola supeta d'un
terzo 'area del triangolo avente la stessa base ¢ la
stessa altezza del segmento. L'insieme di questo la-
voro fion era rappresentato da meno di 24 proposi-
zioui.

Se si pensa alla potenza del genio d’Archimede
si converrd che {I calcolo integrale & un istrumento
meraviglicgo poiché mercé sua uno scolaro modernc
pué risolvere facilmente dei problemi che allora ri-
chiedevano un genic cosi prodigioso.

¥ doveroso aggiungere che dai metodi d’Archi-
mede, ripresi da Fermat ¢ da Roberval, nacque il
calcolo iIntegrale. Fermat citava continuamente
Archimede, Leibniz )’ ammirava fino ad esserne
geloso e Newton si rimproverava di non averlo
abhastanza studiato.

Le opere di Archimede sono state aleuni anni or
sono tradotte in francese, e la Joro lettura non si
potrd mai abbastanza raccomandare {1).

W6, Area d'un segmento d'iperbole equila-
tera. — La equazione dell'iperbole equilatera ¢
#y = k*, quando si prendonoc gl asintoti come assi
delle coordinate,

La quadratura di questa curva & molto impor-

{1} Owuvres compléter & Archimdde, par Parl Ver Eecke, Parigi.
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tante, poiche se si chiamano y ed x la pressione ed i}
volume d'una massa gassosa che si espande, si ha
pure xy = §%, qualora l'espansione sia isotermica
{legge di Boyle e Mariotte: pv — costante).

Duugne, la quadratura di un arco dell'iperbole
totalizza i prodotti ydx e di conseguenza misura i)
lavoro d’espansione.

Per il nostro calcolo, prendiamo il caso pit sem-
plice nel guale:

kt — 1;
abblamo allora:
Ay =1,
O ancora:
1
¥ = —
X

{&¢ wna curva che conosciamo).
Consideriamo la nostra funzione come una de-
rivata, allora:

I
y' = — (fig. 44).
x
il suo integrale & come sappiamo:

1
y=j‘——-dx=lnx—]-c‘
x

La quadratura dell’arco compreso fra il vertice
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B e il punto M d’ascissa », & uguale al logaritmo

neperiano di #,.
Infatti, per valutare questa area, occorre inte-
4 S

gl'i%m:—l fra t limiti x =1 & » = 2

X
1 I 61
5= —dy=|Inx =lnx —Inry;
1 x

ma In 1, ciod il logaritmo dell'unitd, & zero, per cuj:

S 5’1‘1 X3
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Per questa ragiotie i logatitmi neperiani si chia-
mano anche iperbolici.
Esempio numerico. — Se ' A = 1 centimelto ed
O'M == 10 c¢m, sl ba:

5 ==In 10 == 2,30 centimetri quadcati,

Infatti il logaritmo decimale di 1o & 1 e bisogna
moltiplicarlo per 2,30 circa per avere il logaritmo

neperiano,

107. Coordinate polarl. — Finota abbiamo sem-
pre riferito le nostre cur-
ve a due assi ortogonali
Ox e Oy. Un altro sistema
di riferimento ¢ quello
delle coordinate polari;
una carva C ¢ allora ri-
ferita ad un centro O e
ad una direzione fissa Ox
(fig. 45} ]

Per determinare un Fig. 45.
punto N bisogna cono-
scere due grandezze: I'sngolo @ (omega) che ON
fa con l'asse Ox e la distanza ON o raggio che si
chiama r oppure I, oppure g (lettera greca che sf
chiama #s5).

Sia dunque CN una curva riferita ad un sistema
di coordinate polari. Invece di una relazione fra
¥ ed y sc ne avra una fra 'angolo  ed il raggio p,
che rappresentera la curva stessa. Ci proponiamo di
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valutare la superficie limitata da nn arco qualsiast
della curva e dai due raggi che ne proiettano gli
estremi da 0. Una simile superficie sard opportuna-
mente considerata come formata da tanti piccoli
triangoll, come OMN. Clascuno di essl ¢ assimila-
bile ad un piceolo settore di cerchio, come ORS;
T’angolo al centro & da, 'atco RS & dato dal prodotto
dell’angolo de per il raggio p, ed ¢ quindi p do.
L’area di questo settore & quella di un triangole di
base pdw e di altezza g; & quindi

e I
d X —— = —— gt dew.
QOJ 2 29 w

B guesto un elemento della superfice che vogliamo
valutare:

dsm%g’dm. )

Per avere V'area di un
settore della curva a par-
tire dall'angolo ), fino al-
l'angole @,, sommeremo
le aree di questi piccoli
Fig. 46. triangoli:

Applichiamo questa formola.
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Area del cerchio (g, 46). — L’equazione del cer.
chio & ¢ = R. La formmola precedente ci da:

S=%jﬂs” gdo=3%R(z2m—)=nR"
o

{Basta osservare che g* & una costante, quindi
lintegrale di p*d w & gt w, ossia R* w. T due valori
di @ ai limiti sono 2 e ().

108, Area delia lemniscata. — La lemniscata
¢ una curva la cui equazione in coordinate polari &

o =24 co8 2 .

Essa & rappresentata dalla figura 47: ha la forma
di 8; it punto O, pel quale essa passa due volte,
chiamasi punto doppio, e le tangenti in esso for.

mano con )asse polare gli angoli L:; e —l—-::.
Quindi Hhmitando l'integrale del paragrafo pre-
cedente da 0 a —:— 7 avremo un quarto della super

fice totale:

1 [z I (=
=< g d == el K 2zatcoszwd W=
o .

x
4,
1]

at
— 8N 2 w
2
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1 1
Per @w=—-—msihache zo=— 1.
4 2

€ quindi sen 2 o == 1; mentre senzw =10 per
w==0; quindi si ottiene

S =

Fig. 47.

Questa & l'area della superficie tratteggiata nella
figura 47, che ¢ un guarto dell’area racchiusa da
tutta la lemniscata; 1'area complessiva & dunque

as
4—— = 2 4%,
2

109. Planimetria sperimentale, — Si pud mi-
surare I'area di una curva, senza caleolarla, mediante
varl procedimenti. i pud per es, tracciare la cutva
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su carta quadrettata e contare i quadratini ch'essa
contiene. Si pud anche coprire 'area da misurare
con tratteggl equidistanti; cid corrisponde a snddi-
videre l'area stessa in tante striscie generalmente
assimilabili a trapezi aventi tutti la stessa altezza.
Vi sono anche degli istrumenti detti planimetri.



CAPITOLO XVI1

FUNZIONI DI PIU VARIABILI
ED INTEGRALI MULTIFPLI

110, Funzioni dl pid variabill. — A bella po.
sta abblamo relegato quasi in fonde al libro lo studio
delle funzioni 4i pilt variabili, studio un po* delicato
che intrapreso troppo presto avrebbe potuto ingene-
rare un po’ di confusione. Ne daremo ora un cenno,

Immaginiamo una grandezza che possa variare
per diverse cause.

Tale &, per esempio, la portata di un finme in
tempo di pioggia. Questa portata dipende:

1¢ Dal tempo, perché col crescere del tempo la
pioggia continua a cadere e la portata cresee,

2¢ Dalla distatiza dalla sorgente, perché col
crescere di questa aumenta la supetfice del bacino
imbrifero che alimenta il fiume, per cui aumenta
anche la portata,

Indicheremo la portata con y (in metri cubi al
secondo), il tempo con u e la distanza con 2, e seri-
Veremo:

y=f {u 1.
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La scritturs y = § (&, 2) indica che la portata 4
& funzione delle due variabili 4 e z, ed & quindi ana-
liticamente rappresentata da una relazione conte-
uente il tempo « ¢ la distanza .

111, Accrescimento parziale e totale. —
Immaginiamo un tronco del fiume sprovvisto di
affluenti e nel quale 1la portata » dipenda nnica-
mente dalla distanza della sezione dalla sorgente &#,
e dal tempo w.

Supponiamo che nella regione considerata la
portata in una qualunque sezione anmenti ogni ora,
in cansa della ploggia, di 10 metri cubi al secondo,
¢ che, d'altra parte, per il contributo dovuto ali'am-
pliamento del bacino, aumenti i 50 metri cubi al
secondo quando si discende il fiume di un chilo-
metro. :

Se in un'ora si discende il fiume di un chilometro,
I'accrescimento totale della portata sard:

1¢ di 10 mettl cubi al secondo, in conseguenza
del procedere del tempo % (in causa della ploggia);

2 di 50 metri cubi al secondo, in conseguenza
dell’'aumento della distanza z dalla sorgente (cio2 in
cansa del contributo del territorio che sl agglunge
al bacine). In tutto abbiamo un aumento della por-
tata di 60 metri cubi al secoudo,

5i vede senza altra dimostrazione che: se una
grandezza cresce per due cause indipendenti, V'ac-
crescimente totale dovuto ad una variazione uni-
taria di ciascuna delle due variabili & eguale alla
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somima degli accrescimenti parziali. Pertanto defini-
remo derivata totale di una funzione y che dipende
da u e da s la somma delle derivate parziali prese
I'una rispetto ad # supponendo z costante, l'altra
rispetto a # supponendo w costante. Cosl, nel caso
della portata:

y= [ {n 2);

indicheremo con 4, e ¥, le derivate parziali, e scri-
veremo

3"” = y's + 3"-
112. Derivata parziale e totale. — Applichia-

mo la regola al seguente esempio, Sia da valutare
la derivata totale della funzione:

Y=t X v X I
E questo un prodotto di tre variabili; per deri-

vare y rispetto ad u counsideriamo v e z come co-
stanti, allore:

¥ o = vz
parimenti:

Y o= uz
e

Yy == uv.

Sceriveremo quindi:

{\f'.,,=-w+ux+m'.
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Ecco un esempio. Derivare:
y = azt + bru 4 Fut.

Le wvariabili sono z ed % Si ba successivamente;

V'e=bz + 22u

¥, ==2a5 + by +

e sommando:
¥ gs==bt 3+ 220 4 zar + bu 4 u2,

113. Derivate parziali successive. — Sianc da
calcolare le derivate parziali seconde della funzione:

g=—axtt2bay L eyt + 2dx 4+ 2ev 4+ |

Deriviamo una volta rispetto ad » e ad y; avremo
le due derivate parziali prime:

Yo—20ax 4 2by + 24,

dy=zbr + 2cy + ze.

Derivando ciascuna di queste rispetto ad » ot-
terremo due derivate seconde e derivandole rispetto
ad y altre due derivate seconde, e ciod dapptima
=20 ¢ 5 ,=2b ed in seguito #',, =2
es ‘,. = 2¢,
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Osserviamo che la derivata parziale seconda, cal-
colata derivando prima rispetto ad x e poi rispetto
ad y & la medesima che si ottiene derivando dappri-
ma tispette ad ¥ e poi rispetto ad ».

La proprieta constatata in questo esempio vale
in generale & la si esprime dicendo che & lecito in-
vertire l'ordine delle derivazioni,

114, Differenziall totali. — E chiaro che quanto
abbiamo detto sulle derivate s’applica anche ai
differenziali; ma ¢'¢ una notazione da imparare.

Quando sl studiava la funzione

y={ (x)

8i designava la derivata con y’, oppute col quo-

d
ziente dei due differenziali: -EE-.

Si aveva:
, &y
¥ = '—d';-a
e cosi pure:
dy == 9" dx,

Sia ota una funzione y di due variabili « e z:
y=1 (% 2);

indicheremo ancora il differenziale totale di ¥ con
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dy, e scriveremo che esso ¢ la somma dei due dii-
ferenziali parziali

dy = v, du | ¥, dz.

¥ usata anche una notazione diversa. Le due
derivate parziali ', e 3, si indicano spesso come
segne:

e gi pud quindi scrivere diversamente il differen-
ziale totale:
dy oy

dy = — du — dE.
Y= Tt

115. Calcolo d'un differenziale totale. —
Sia da calcolare il differenziale totale della fun-
zione

y = x".

Calcoliamo la derivata parziale & v rispetto ad

x; si dovra trattare la # come costante, per cni la de-
rivata richiesta & 23*-1, e cid sl indichera serivendo

—— gl

ax

8 .
Caleoliamo analogamente —;-; questa volta con
4
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siderianio costante 2; x? ¢ una funzione esponen-
ziale: :

a

—y—- —=xinx,

ar

Ma in base alla formola del numero precedente,
si ha;

dy == ﬂ- dx 4+ dz,
ax

e sostituendo;

dy — x*1 dxy + x%In » ds.

116, Integrali multipli. — Accenniamo al fatto
che, come si derivano e si differenziano le espres-
sioni che contengono pil variabili, cosl sl integrano,
Gli integrali che si ottengono si dicono doppi [[
o tripli [ff od anche quadrupli e in generale si
chiamano integrali multipli. T segni [[ e [[[ signi-
ficano somma doppia e tripla.

Nont ¢ nostra intenzione di sviluppare lo studio
degli integrali multipli; ne vogliamo solo dare una
idea per mezzo di esempi molto semplici.

117. Calcolo d'un integrale dopplo. — Voglia-
mo caleolare il volume del tetraedro indicato nella
fig. 48: esso & limitato da tre plani tra loro ertogo-
nali che sono assunti come piani di riferimento e
da un guarto piano qualunque. Dividiamo il tetrae.
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dro in tante fette sottili mediante piani paralleli
al piano #z; sia Ay lo spessore di una fetta qualun-
que. Ogni fetta & approssimativamente, un prisma

Fig. 48.

di altezza Ay, la cui base & triangolare e variabile
con y.

Calcollamo ciascuna base dividende questa in
strisce alte A » e lunghe genericamente #, Evidente-
mente r & variabile con » ¢ con y. Possiamo seri-
vere: :
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Area d'una base I= 2 Az,
Volume approssimative della piramide =Xy (ZsAx)

ed avremo un volume tanto pit approssimato quanto
pit i 4 e Ay sono piceoli. Al limite, quando A »
e 4 y tendono a zero, avremo la esatta valutazione -
del volume; seriveremo:

Volume = [dy [sdx = [[sdxdy.

L’integrale {x dx rappresenta 'area della sezione
del tetraedro fatta con un generico pianc parallelo
al plano xz; esso & funzione di y (infatti la sezione
diminunisce col quadrato di y).

Come vedete =i tratta di integrali definiti, nel
qual caso hanno senso gl'integrali multipli. [sdx
va calcolato fra 0 e #, e Yaltro integrale (quello ri-
spetto ad y) fra 0 e A.

Quindi I'integrazione doppla equivale a due suc-
cessive integrazionl semplici.

Se dividiamo il tetraedro in tante fette parallele
al piano yz e di area 22 A y ¢ facciamo la somma
di tutte le fette alte A », avtemo al limite:

Volume = [dz [z dy;

Jsdy va limitato fra 0 e y, e Faliro integrale
(quello rispetto ad #) fra 0 e & Invertendo V'ordine
delle due integraziond si giunge allo stesso risunltato
ma occotte perd osservare che I limitl di ogni inte-
grazione sono mutati,
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118. Momento d'inerzia dun cilindro otte-
puto per mezzo d'un integrale triplo. -—
Consideriamoe un cilindro materiale di raggio R
{fig. 40) e di altezza A; esso sia omogeneo ¢ di densitd
unitaria. Si pud allora chiamare momento d'inerzia
rispetto all’asse Or la somma dei prodotti di clascun

i
|
|
1}
)
t
v

0 =5

3

Fig. 4.

elemento del volume per il quadrato della sua di-
stanza da Os. .

Consideriamo un elemento di volume, avente per
base I'elemento di superfice limitato fra due raggi
formanti l'angolo d @ e fra due cerchi di raggi g
e o + dp. ed avente un’altezza ds,

La lunghezza del piccolo arco intercettato dai
due raggi svlla circonferenza di raggio ¢ ¢ gdw;
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la base dell’elemento & quindi p dp 4 w, il suo vo-
lume gdp d @ dz e quindi il suo momento d'inerzia:

0* odg.d w.dr == g* do.d w.ds.

11 momento d'inerzia totale satd la somma di
tutti i prodotti simili a g*dpd w dr e siccome ef
sono tre variabili o, @ e £, sard una somma tripla
{integrale triplo):

M= III@' dp.d w.dz.

Integreremo dapprima tispetto all’angolo o fra
zero e 27, Indi il risultato ottenuto lo integreremo
rispetto al raggio o ira zero ed R, infine quest'ultimo
risnltato sard integrato rispetto a z fra zeto ed A.
Cosl l'integrale triplo & ricondotto a tre integrali
semplici che sappiamo calcolare.

Anzitutto, rispetto all’angole ¢ abbiamo:

j‘“g'dw =Q‘[ w I-:-:.z:;g'.
Li]

poiché i due valoti estremi di  sono 0 e 273; 1a loro
differenza & zm.

Integriamo ora 2mp? dp rispetto al raggio g fra
zero ed R;

23 I ; 27 L 4
f23@69=2n[—94 = Rt = — R¢,
0 4 4 2



Fumnom di pite vanabd: ed m:egmh mulnplx 219

poiché anzitutto l'integrale di p*dp & Ljp* il quale
pet g == 0 vale zero e per g = R vale Y, R!; la dif.
ferenza ¢ 1 RY; questa moltiplicata per zx da:

- 1
Rt ossia — R4,
4 2

Non cf resta che da integrare — Rt dr rispetto
all’altezza s:

_Radzm__Ru[ ]:=-——R‘)s
o 2

che & il risultato cercato:

T
= e Rk,
2

81 osservi che nell’ultima integrazione —gﬂ R1 era

costante ¢ guindl si & portato come fattore fuori
del segno di integrazione,

Questo esempio basta per mostrarvi il mececa-
nismo d'una integrazione multipla. Ouesti integrali
hauno applicazioni numerose e bellissime; quelli che
potrete incontrare nelle opere di fisica sono in ge-
nerale gid calcolati. Noi qui volevamo soltante dat-
verie un'idea.



CAPITOLO XVIII

EQUAZIONI DIFFERENZIALIL

159, Che cosa ¢ una equazione differenziale.
— Come abbiamo gii esposto al numero 11 il calcolo
infinitesimale comprende tre cdtegorie di problemi:

1* Conoscendo una funzione, trovare la sua
derivata od il suo differenziale {derivazione);

20 Conoscendo una derivata od un differen-
ziale ritrovare la funzione (integrazione);

3° Infine conoscendo una relazione fra una
funzione, la sua variabile e le sue Qerivate, ritro-
vare la funzione incognita che la soddisfa.

B quest’ultimo problema quello che dobbiamo
ora imparare a risolvere.

120, Un picecole passo indietro. — Quando
abbiamo imparato a iniegrare una funzione come
¥ = zx oppure un differenziale come dy — 2z dx
abblamo osservata una certa indeterminazione nel
tisultato che eta, comie ricordetrete, affetto da nna
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costante adgditiva C:
j' 2xdy =2 4 C.

Dal punto di vista analitico #* 4+ C rappresenta
un gruppo di funzionl, come x? 4 4 opputre 2 4 15,
aventi tutte la proprietd di essere degli integral
di 2x. Geometricamente cid indica che la retta
¥ = 2¢ ha un numero infinito di linee integrali,
aventi per equazione generale:

’l‘ == x* + C.
Fra queste linee vi sono ad esempio le seguenti:
2t 4 1,

x‘ + 3!20
A — 7,

(N

Tutte le linee la cui equazione & del tipo
Y o= *? -l- C,

dove C ¢ una costante qualunque (positiva, negativa.
eventnalmente nulla) costituiscono una famigha di
litiee, '

Ora gquesta indeterminazione appatrente dell'inte-
grale indefinita non disturba per nulla le applica-
zionl, come vedemmo nel corso dei capitoli prece-
denti.

Anzi man mano che ci si addentra nello studio
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dell’analisi si arriva a dei risultati il cui grado
di indeterminatezza cresce sempre pid senza che essi
cessino percid di essere perfettamente utilizzabili.

Quando integreremo una equazione differenziale
il risultato conterra una o pitt costanti che potranno
essete additive o moltiplicative. Dando a questa
o & queste costanti un valore numerico qgualsiasi
si avrd una linea integrale dell’equazione. Dando
loto pii valori si otterranno pid linee soddisfacenti
alla condizione espressa dall’equazione differenziale.
La soluzione generale rappresenterd quindi una fa-
miglia di linee,

121. Esempio d'una famiglia di curve. —
Considerlamo 'equazione:

y=Cx’.

11 numero C ¢ analogo alla costante d’integra-
zione dell’'esempio precedente, colla differenza perd
che esso qui figura come fattore.

FEsso ha la curiosa proprieta di essere ad uu tempo
costante e variabile. Non temete di non compren-
dere poiché non abbiamo ancora imparato mmlla
di piii semplice,

La funzione:

y = Cat

rappresenta una famiglia di curve, alcune delle quali
sono rapprescitate dalla figura 50. A questa fa-
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miglia appartenigono ad esempio le linee aventi le
seguenti equazioni:

I
3

y
y
¥

Ora mnella prima
curva s ha C = 2
lango tutta la curva,
quindi C & costante,

Nella seconda curva
C & eguale a 4 lungo
tutta la curva, quindi
C & costante.

Nella terza curva C
¢ ancora costante,
poliché vale 7 per tutta
la curva,

Quindi in ciascuna
curva C rimane co-
gtante. Ma siccome
esso vale 2 nella prima
curva, 4 nella se-
conda e 7 nella terza, Fig. so.
esso varla da una
curva all'altra, Per questo affermammo che C &
nello stesso tempo costante e variabile.

Vedremo nel metodo della variasione delle costanti
che pud essere utile far variare una costante per
cercare la vera forma d'un integrale generale,
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122, Relazione differenziale formata geome-
tricamente, — Considerlamo una parabela (fig. 51}
di cuni supporremo dapprima di non conoscere 'equa-
zione, Cerchiamo anzitutto una relazione geome-
trica fra l'ordinata y, P'ascissa » e la derivata 4.

Sia E un punte di ascissa x e di ordinata y. Con-
duciamo la tangente in E. Riteniamo cosa nota che

la sottotangente 4D della parabola ¢ divisa in parti
eguali dal vertice della parabola, quindi: 40 = 0D
e per conseguenza AD = 2z,

Portiamo 4B — 1; il segmento BC misura la
pendenza della tangente in E e di conseguenza la
derivata In E; quindi:

BC — ¥,
e percid;

y = 2xy’.

Eceo dungue un‘equazione differenziale, poichd
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possianio scorgervi la funzione y, la variabile x e 1a
derivata ¥, _

Essa indica che la funzione vale 2x wolte la sua
derivata, Tutte le parabole passanti per l'origine
ed aventi per asse l'asse delle » gedono di questa
proprieta. Quindi possiamo prevedere che Vintegra-
zione dell'equazione y = 22y’ ci dard una famiglia
di parabole,

Stabilirtemso ora algebricamente gquesta equazione
fondamentale partendo dall’equazione della pa-
rabola,

123. Formazione algebrica della stessa equa-
zione differenziale. — Prendiamo le mosse dzlla
equazione della parabola:

3t = 2Cx,

differenziamo separatamente i due membri; si ha:
2y dy =2z C dx.
Dividiamo membro a membro le due eguaglianze
precedenti; risulta:
2 9 dy 2 C dx

¥ 2 Cx

’

semplifichiamo:
z dy dx

¥ X
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da questa deduciamo:
2'.'. ._’ ;"'

2 X —
dx

e siccome -:-i’-- ¢ la derivata, cioé 4/, si ha:

¥y = z%y,

¥ la stessa equazione differenziale fornitaci dalla
geometria nel numero precedente, Tentiamo ora
d'integrarla, clodé di rimontare analiticamente alla
famiglia di cutve che la soddisfano.

124. Integrazione d’una equazione differen-
ziale. — Prima d’intraprendere il calcolo, ricor-
diamo che la derivata di In » {si tratta di uo loga-

ritmo neperiano) & -ui— ed il suo differenziale % ax
d d
oppure—:—; di conseguenza l'integrale di —-:— &

i
In . Pactimenti Vintegrale di —y"— & 1In y. T logaritmi

ed il numero & hanno gran parte nell’integrazicne
delle equazioni differenziali.
Sia ora 'equazione precedente:

dy
y=2%x

dx
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Raccogliamo per loro conto le y e Je 2 {cid che
si chiama separare le variabili). Bi ha facilmente:

Siccome gueste due gnantitd sono egunali, i loro
integrali lo saranno pure a meno di una costante:

Y2 dy * dx ]
....__._ﬁ.=j —— 4 costante arbitraria,
y x

ed in base a quanto abblamo ricordato:
2 In 9 == In 2 + costante arbitraria.

La costante si pu¢ mettere sotto forma logarit-
mica, poiché & arbitraria; la rappresenteremo con
In 2C.

Allora:

z2lny=In » 4 1n 2z C.

Dai logaritmi rimontiamo ai numeri ricordando
che

zlny=Inyt e lnx + In2C=Inz2Cx.
otterremo guindi:

¥y =2z Cx.
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Questa & la soluzione generale dell’equazione dif-
ferenziale: essa coincide con quella da cui partimmo
nel numero precedente,

Le curve 9* — zx; 4% — 4¥; ¥* = 6x, ecc. rap-
presentano invece delle soluzioni particelarl. Esse
discendono daila soluzione generale quando si as-
gegnano alla costante C particolari valori.

125. Altri esempi. — Una equazione differenziale
& del primo ordine quando non contiene che la deti-
vata prima, Se contiene la derivata seconda & di
secondo ordine e cosi via.

Trattiamo qualche esempio semplice, insistendo
sul fatto che si possono mettere le costanti sotto la
forma che si vuole; cid importa poco poiché sone
arbitrarie,

Sia da integrare l’equazione;

y = #.

La derivata & eguale al prodotto delle ordinate,
il che si pud serivere;

dy
D i —. 4
dx Y
separiamo le variabili:
d
..._y_.. = xdx.

v
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Gl integrali sono eguali a meno di nna costante:
dy
jn—— == j' xdx + costante arbitraria:
¥

osaia:

x!
In y = —- 4 costantfe arbitraria.
2

Scriviamo la costante nella forma In C: avremo:
2
Iny=—+4+IncC,
2
oppute:
xl

lny —InC=—;
2

la differenza di due logaritmi & eguale al loga-
ritmo del quoziente, quindi:

' ]
mr =X
2
Dire che il logaritmo di — & — equivale a dire

che bisogna elevare ¢ alla potenza -1- per ottenere
=—, quindi:

9, - G. Bssiine
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da cui il risultato:

Verifichiamo che questa funzione ¢ proprio eguale
a —i volte la sua derivata, ciot che la derivata &

eguale & # volte la sua funzione primitiva.
Dobbiamo derivare:

y=—~Cet,

che ¢ una funzione di funzione; poniamo:

allora:
Yy = Ce®.

La derivata di 7 rispetto a v & 3;- ciod x,

La detivata di y rispetto a z & Ce®,
11 loro prodotto & xCe* clod, sostituendo : col
F o

suo valore, ¥Ce 2. Questa & la derivata; essa & pre-
' 2

cisamente egunale a ¥ volte la funzione Ce 5.
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Ancora un esesapio. — Bia da integrare la se-
guente equazione differenziale:

sen v dy = y dx.

Separiamo le variabili:

dy dx
y sen ¥

gli integrali sono eguali a meno di una costante:

'odx
j\——---— ——— 4 costante arbitraria,
bxlsd 1 - 4

Verificherete facilmente che

dx

In t g

senx g 3
{infatti
x 1 I 1
Dlntg — == oo ——— — =

2 tg /2 cos? xf2 2

1 I
= x __x- sen x

2 sen — €OS
2

si ha guindi:
x
my=Intg— 4+ InC,
2

avendeo indicato con ln C la costante arbitraria,
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Ma la somma di due logaritmi & eguale al loga-
ritmo del prodotto, quindi:

x
lny=ln(Ctg———]:
2
da cui:

x
y=Ctg—.
2

Questo & il risultato,

Ecco ancora un esempio scmplice che ci servira
losto per risolvere un caso pin complicato.

Sia da integrare:

dy ¥

dx x

che si pud scrivere:

dy dx

y x
ed integrando:
Iny=Ina + InC,
avendo indicato, come dianzi, la costante arbitraria
con la C,

Si deduce che:

Iny =—In Cx,
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da cui:
y = Cx.

 questa I'equazione di una retta qualsiasi pas.
sante per l'origine, Eravamo partiti dali'equazione

dy y

—_— e —— = ]

dr =

Fig. 52.

questa equazione si pud porre anche sotto la forma

ed allora & chiaro il suo significato geometrico:
essa esprime che la derivata 3’ deve essere sempre
eguale al rapporto —;—-. Ogni retta passante per

Porigine soddisfa a questa condizfone {vedasl la
fig. 52); occorre osservare che una retta non pas-
sante per l'origine non soddisfa alla condizione data.
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126. Metodo della variazione delle costanti. —
Tenteremo di dare un’idea @i questo metodo de-
licato. Lo si implega quando ci si trova davanti a
un'equazione con un secondo membro e che si sa-
ptebbe risolvete se questo secondo membro fosse
Zero,

5i eguaglia il primo membro a zero e si risolve
I'equazione cosl ottenuta, Questa prima soluzione
introduce una costante che si determina in seguito
in modo da soddisfare all'equazione provvista del
suo secondo membro.

Un esempio fard meglio comprendere la cosa.

Sia da integrare:

ay

__-._L=x!.
x

dx

Rivolgiamoci dapprima all’equazione senza sge-
condo membro:

@y

dx x

e risolviamola. ¥ la stessa di cui ¢ occupammo nel
numero precedente; il suo integrale &;

y = Cx,
Consideriamo ora anche € come funzione di » e

deriviamo la y; la derivata di y si otterrd con la
regola di derivazione di un prodotto e sara
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dy c 4+ ac
—_— = ¥ —,
dx ax

Sostituiamo nell’equazione proi:;osta a
i loro valori. Ne segue:

Cx
CH+ar— — —— = pt,
dx x
da cui:
ac
X ——— == &%
dx
o ancora:
dC = x dx.

Qﬁesta equazione si pud integrate; essa ci da:
C= I x dx,
a meno di nna costante.
Per distingnere Ia nuova costante dall’antica
chiamiamola K e calcoliamo Vintegrale; si ha:
C = % xt + K .
Introducendo questo valore nella:

y=Cx
si ha:

y=@3» + Ky s=4s + Ks
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Non ¢'¢ pid nessuna ragione di non chiamare €
la costante K, e scriveremo quindi:

y=142 4 Cx (1)
Ecco {1 risultato del nostro procedimento, Verl-

fichiamolo per maggior sicurezza.
Dobbiamo ritrovare:

§ o = g,
F

Deriviamo Peguaglianza (1); otteniamo;
y = i 4 C.
2

Ma l'eguaglianza (1) divisa per » da:

1
Lﬁ—x' + C.
* 2

Sottraendo membro a membro le due precedenti
eguaglianze ottenlamo:

RN AV S F
x 2 2

che & precisamente 'equazione da cui siamo pertitl.
Il metodo & buoho perchd conduce allo scopo. -
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127. Equazione di QClairaut. -— Per chiudere
questo capitolo, il cui scopo ¢ unicamente quello
di darvi un'idea dei metodi pid noti, daremo un
naovo esempio. Il procedimento che vogliamo illu.
strare & dovuto a Lagrange; noi I'applicheremo ad
un‘equazione di Clairaut, la cui soluzione molto
semplice e molto bella rappresenta una famiglia
di rette che inviluppa una parabola. La solusione
generale comprende tutte queste rette. La parabola,
che pur soddisfa l'equazione proposta ma non &
contenuta mnella soluzione generale, viene chiamata
soluzione singolare.

Sia l'equazione:

y =3y + ¥y (1)

L’ordinata y dev'essere eguale al prodotto del-
I'ascissa per la derivata anmentato del quadrate di
questa derivata.

Prendiamo i differenziali dei due membri, osser-
vando che la y appare come funzione delle due va-
riabill » e o/, e quindi i suo differenziale si otterra
sommando i due differenziali parziali (ricordatevi
quanto imparaste lepgendo 1 numeri 114 ¢ 115); ab-
biamo:;

dy=1(s +2y)dy + 5 dx

Ora il differenziale dy & il prodotto della derivatla
¢ per dx:
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eguagliamo le due precedenti espressioni di dy:

{# + 29} 3y + ydx = y'dx,
da cui:
(* + 29)dy =0.

Omesta equazione esprime che un prodotto di due
fattori si annulla; per soddisfarla basta che I'nno o
I'altro fattore siano nulli. Dev'essere quindi

¥4+ 2y =0, (2)
oppure:
dy =0. (3)

Dall'eguaglianza (z) si ricava:

-—
_y’==__...__

2
che introdotta nell’equazione (1) ci da:

b §
Y=———a

4

questa ¢ I'’equazione di una parabola.

L’altra eguaglianza dy’ = 0 of indica che 3’ & co-
stante, poiché 11 suo differenziale & aullo: avremo
dungue

¥ =C,

[
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e sostituendo nella equazione (1) otterremo,
y=Cx + C%;
questa & I'equazione generale di una famiglia di rette

tangenti alla parabola.
Queste rette sono per es.:

y=122x2 4 4 y=-—2x 4 4
y=3s+9 y=—32%+09
y= =x-+4+1 y=— ¥ 1

Ala famiglia appartiene anche I'asse delle #, per-
cht la sua equazione, che &

y==0:

rientra in quella della famiglia quando si assume
C=40.

Tracciamo queste diverse rette nella fig. 53. La
curva che esse inviluppano ¢ la parabola.
" Ciascuna retta & una linea integrale dell’equazione
differenziale. L'equazione generale di queste rette
& la soluzione generale, che si chiama anche inte
grale generale, L’equazione della patabola non rap-
presenta che una sola linea (infatti essa non contiene
alecunta costante arbitraria); essa fornisce pure una
linea integrale, ma rappresenta un integrale sin-
golare.

Al pari delle rette considerate essa soddisfa alla
condizione imposta: ciodé sulla linea integrale sin-
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golate l'ordinata y ¢ uguale al prodotto di x per la
detivata, aumentata del gquadrato di questa deri-
vata, :

Fig. s53.

La potenza del metodo analitico & tale da non
lasciare in ombra nessuna delle soluzioni del pro-
blema.



CAPITOLO XIX

COMPLEMENTI E GURIOSITA

128, Varlazioni del linguaggio classico, —
Ora che il lettore ¢ iniziato all’analisi crediamo
utile di ritornare sulla gnestione cosi delicata della
definizione di derivata e di glustificare la defini-
zione elementare che ne abbiamo data.

Esponlamo tre definizioni possibili e paragonia-
mole,

A. — A pag. 29 abbiamo definita la derivata
come l'accrescimento della funzione per unita di
variabile.

B. — Per taluni sutori la derivata & il rapporto
di due differenziali.

C. — Per i classici moderni la derivata & il limite
del rapporto dell'incremento della funzione all'incre-
tento delle variabile, guando quest'ultimo tende
comunque a zero.

Perché questa diversitd nelle definizioni che con-
ducono tutte al medesimo risultato ?

Forse perchd si confonde troppo spesso defini-
zione con regola di calcolo,
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Non s tratta di dire a ¢he cosa & eguale la deri-
vats, benst anzitutto cid che essa ¢ e senza dubblo
essa & una misura d’accrescimento; essa misura
infatti I'accreseimento della funzione quando guello
della variabile & preso eguale all'unita,

Per paragonare le tre definizioni date pih sopra

"applichiamole per definire la pit nota di tutte
le derivate: 1a velocita.

A. — La velocitd ¢ lincremento dello spazio
per unitd di tempo.

B. — La velocitd & il rapporto del differenziale
dello spazio al differenziale del tempo,

C. — La velocita & il limite del rappotto dell’in-

cremento dello spazio all'incremento del tempo

guando quest'ultimo Incremento tende a zero,
Lascio giudicare al lettore gquale di queste defini-
zioni & ]a pid naturale e }a pii adatta a schiarire le
idee di un principiante.
Praticamente le tre definizioni 4, B, C, sono
equivalenti poiché conducone al medesimo risultate.
Osserviamo che la nostra definizione 4 & natu-

talmente compatibile con la notazion: %——

Infatti, essendo la derivata l'aumento di y per
unitd di », se chiamiamo dy e dx 1 due incrementi,
si potra dire:

Per dx unitd di variabile la funziope aumenta

d;
di dy; e per un'unitd, dx volte meno, ciod -»ZE-

Consiglio al lettore di meditare lungamente

o



™ Complementi ¢ curiositd 243

guesta questione della derivata che & la chiave di
volta dell'analisi elementare.

129. La regola di PHépital. — 5i indica con
questo nome un curioso artificio di calcolo di cui
tutti gli scolarl sarebbero eatusiasti se non fosse
sovente accompaguato da una dimostrazione tanto
tebulosa quantc la cosa & semplice.

Siccome si tratta di un’applicazione di derivate,
ne diremo una patrola.

Ci proponiamo di caleolare il vero valore d'un
rapporto i cni due termini sono nulli nello stesso

0
tempo, cid che conduce alla forma - la quale

nonn ha aleun semso e percid si dice «indetermi-
nata», .

Supponiamo che ¢l si domandi di ecalcolare i)
vero valore del rapporto:

2 2y - 4 .
i it Pel’ X = 2;
4+ x— 10

e se si sostituisce ¥ con 2 2 si trova:

8—4—34
84 2—10

L]
="

La regola di 1’ Hbpital ci dice che per calcolare il
vero valore del rapporto considerato per x == 2 bi-
sogua sostituire il rapporto delle due espressioni
eon quello delle loro derivate, che &



244 B caleolo differenziale ed integrale

34— 2
R
Sostitwendo allora x con z si trova:

12 ~—2 10

_ e

1z + 1 13

*

Il vero valore & ,;ﬂ_ L’indeterminatezza non era

che apparente. Giustificheremo intuitivamente que.
sta regola.

Il numeratore ed il denominatore sono funzioni
di x che passanc per lo 2¢10 quando la variabile z
assume un certo valore (qui # == 2). Chiamiamo ¢ la
funzioue numeratore ed » la funzione denominatore.

Dico che - — (, quando ¢ ¢ % passano per
lo zero. b

Infatti, considerfamo f e % al momento in cui
P ==0 e #=0.

Se gi fa allora crescere ¥ d’'una piccola quantits
dx la funzione # crescerd di d¢ ¢ la funzione » cre-
scerd di du.

Siccome quesie fumzioni erano nulle, ciascuna di
esse & egualz al suo incremento (se il mio patrimonio
era zero ed ¢ aumentato di un centesimo, il mio
patrimonio & eguale a questo cenfesimo).

Si ha dunque:

= d
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# == du,

da cul dividendo anzitutto membro a mémbm, indi
sopra e sotto per dx, si ricava:

de
¢ dt dx ¢
v aw aw W
dx

S5i vede che il rapporto di due funzioni che si
annullano per uno stesso valore della variabile &
eguale al rapporto delle loro derivate.

Se le derivate prime conducessero ancora alla

0
forma e sl ripeterebbe lo stesso ragionamento

¢ sl prendetebbe it rapporto delle detivate seconde
e cosl di seguito.

i30. 11 giochetto del binomio e delle serie. —
B stato Newton che riusci per primo a sviluppare
il binomio (¥ 4 a)™. La formola (molto utile per
gli sviluppi in gerie) ¢ la seguente:

m m (m — 1)
(# +ayme=sy™ 4 —ax™ 1 § ——————— gly™—
1 1.2
mn—n (w2 atxm1 4 a™

I.2.%
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Per stabilirla intuitivamente ¢i abbandoneremo
ad un facile giochetto. Scriviamo 5 volte x 4+ g
verticalmente, come qui esposto;

LB I
+EF++
L T - T O -

ed immaginiamo d’'aver scritto ¥ 4 4 non 5 volte
bensi m volte,

Le nostre 10 lettere occupano 1o caselle. Ora si
tratta di arrivare in tutti { modi differenti possibili
da una casella della prima riga ad una deli’ultima,
Si pud andare da sinistra a destra o da destra a
sinistra come si vuole, ma mai spostarsi orizzontal-
wmente o risalire. )

Ecco qualche esempio di percorso permesso:

¥ .3 x
a .0 P
a x. a
F 4 N ¥
a .G -3
ax? aty atx®

Il primo percorso di a%t, il seconde atx ed il
terzo a'x?, L’ingieme di tutti i percorsi forma il
prodotto (r + @)™. Per numerare questl percorsi
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con metodo disponiamoli nell'ordine seguente: an-
zitutto quelli che contengono 5 volte il fattore =,
pei quelli ¢he lo contengono 4 wvolte, poi quelll che
lo contengono 3 volte, e cosi di seguito (& quanto s
chiama ordinare rispetto alle potenze decrescenti dix).

Non ¢'¢ che un modo & percorrere la tabella
dall'alto al basso prendendo 5 wolte (oppare m
volte} il fattore », ed & il seguente:

(1)

oW M OR W

Cié da il primo termine del binomio, che & »%
cloé in generale #™.

Ma ci sono 5 modi per traversare il gioco pren-
dendo 4 volte il fattore x, poiché la lettera & pud
occupare 5 caselle differenti; ecco queste 5 forma-
zioni (oppure m formazioni) :

3 x. x, x.l x

x a x. x x

x x .a x x {z)
x x x. a x

* x. x. x. .a

Cio da 5 volie ax* oppure m volie ax™-! oppure
max™-1 che & precisamente il secondo termine del
binomio,
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Per formare la tabella 3 che conterrd tuttl i
termiini in #* serviamoci delle s colonne della ta-
bella (2). Prendiamo anzitutte la prima colonns;
la lettera 4 pud occuparvi 4 posti differenti ciod
{m — 1) posti.

Se tutte quegie formazioni fossero buone ce ne
sarebbero m (m — 1) perche la tabella 2 contiene m
colonne di cui clascuna formisce (m — 1) forma-
tioni,

Ma osserviamo che ciascutia di queste formazioni
figurerd due volte nella tabella 3. Infatti la for-
mazione:

-
.
X,
X,

x.

sara fornita una volta dalla ptima colonna ed una
dalla seconda; [a formaszione:

sara formita una volta dalla prima colonna e una
volta dalla terza, e cost di seguito; occorre quindi
prender sole la metd di queste formazioni del tipo
aty™-1 cjod:
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mim—1I
-.____(_..____l_ at ym-1

2

Questo ¢ precisamente il terzo termine del bi-
nomio,
Si passerebbe dalla tabella 3 cosi depurata alla

1 (m— 1)

seguente osservando che le colonne della

tabella 3 lascerebbero m — 2 posti alla lettera o,

ma che ciascuna formazione anova vi si tipeterebbe
non pid due volte ma tre, cidé che obbligherebbe a
dividere per 3 il coefficiente e darebbe:

—_——— e @Y x™2

e cosl di seguito.

Questa dimostrazione un po' empirica vi alutera
a comprendere perche lo studio del binomio & gene-
ralmente preceduto daillo studio delle permutaziond,
disposizioni e combinazioni, studio che si chiama
calcolo combinatorio,

Per rendervi conto come la formola del binomio
permetta certi sviluppi in serie provate ad appli-
catla allo sviluppo della funzione ¢%, che ba {a ge-
guente espressione approssimata, nella quale N rap-
presenta un numero molto grande:

S
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Bencht 1a formna sia un po’ differente, =i tratta
sempre di un binomio. Invece di ¥ 4 a la parentesi

contiene 1 4 —llfl_ e l'esponente che era w si scrive

Nz. Se poi N tende all'infinito il numero dei ter-
mini cresce indefinitamente.

Dopo sviluppo e semplificazione troverete, come
abbiame scritto a pag. 131:

x x3 x*
¥ =1 4+ — 4 — - ...
1 i.2 5.2.3

Se prendete la derivata di questa serie troverete
" che & eguale alla serie stessa. Cid vi dimostrera che
la derivata di e® & #%, come sapevamo.

Cid vi provera anche nello stesso tempo che gl
sviluppi in serie pessono servire a qualche cosa.

Ci fermeremo a questo semplice esempio.

131, Integrazione delle funzioni razionali. —
Abbiamo setbata questa questione per i comple-
menti, perche essa richiede qualche conoscenza d'al-
gebta. Per la stessa ragione ci limiteremo a dare
solo un'idea sommaria del metodo,

Le funzioni razionali sono rapporti di due poli-
nomi. La loro integrazione si presenta come un po’
difficile; Ia si effettua scomponendo la funzione in-
tegranda in una somima di funzioni, la cui inte-
grazione sia facile, come vedremo npel seguente
esempio,
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Sia da calcolare l'integrale,

6t — 224 + 18
f P
M — 622 4 11— 6

Nella funzione integranda il pumeratore & di
grado inferiore al denominatore; se si presentasse
il caso opposto si esegnirebbe 1a divisione, e si por-
rebbe la funzione integranda sotto forma di somma
di una parte Intera ¢ di una frazione della forma
considerata: si sarebbe quindi ricondotti allo stesso
caso,

Il denominatore della nostra frazione si annulla
per x == 1, per cui ¢ divisibile per ¥ — 1. I1 quo-
ziente & ¥ — 5% + 6. Questo uvltimo & a sua volta
eguale a (¥ — 2) {x — 3).

Il denominatore pud quindi scriversi:

r—1) s —2) (r —3).

Cerchiamo di mettere la nostra frazione sotto
forma d'una somma di 3 frazioni § cul denomina-
tori slano (¥ — 1}, (¥ — 2) e (¥ — 3}, e delle quali
indicheremo i 3 numeratori incogniti con 4, B, C.

Possiamo quindi porre:

64 — 22x + 18
23— 6x' 4 11— 6
A B C

x—1 x—2 *—3
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Riducendo allo stesso denominatore le 3 frazioni
- per farhe la somma, si avrd un numeratore eguale a;

4 (v—2) (#—3) + B (#—1) (¥—3} + C (¥—1) {(x—2).
Questo numeratore ¢ egnale all’altro, quindi:

6x0— 225418 = 4 (5—2) (¥—3).+ B (¥—1} (#—3)
+ C (g—1) (# —2).

Questa eguaglianza & vera per tutti i wvalori
della variabile &. Ne approfitteremo per dare a »

dei valori che annullano taluni coefficienti delle in-
cognite 4, B, C.
Se x=1 & ha-

6—22 L+t B=A{—1V{—2)+ Bxo+Cxo
da cui:
2 = 24, ¢ quindi A = 1.

Dando a » il valore 2 si ha:

24— 44+ B=B(+1)(—1)=—B
ossia: '
—_—2===—PR, e quindi B =2z,

Facendo # = 3 si ha:

54—066 + 182=C X 2 X I ==2C
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da cui:
' 6 = 2C, e quindi C =— 3.

La funzione da integrare eguaglia quindi la somima
I 2

3
+ + ——
X1 x—2 -3

¢ possiamo allora caloolare facilmente l'integrale
dato, perch'esso ai decompone nella somma di tre
integrali facilissimi:

1
[ —_——dr ¥ dx + 3 dx
r ¥—1 x— 2 *¥— 3

ossia:
dx dx dx
[ + 2 [ + 3[ ;
& —1 ¥ —2 x—3

il risultato &:

b (r—1) + 2ln (x — 2) 4 3In (+ — 3) + C.

Troverete dappertutto degli esercizi analoghi a
questo. Potete del resto fabbricamne voi stessi ad-
dizionando delle frazioni semplici per ottenere una
frazione somma che vi eserciterete in seguito a
scompotre ancora mei suoi addendi.

B guesto il modo col quale si fabbricano gli
esercizi ed io non ho fatic altrimenti,

Vedete bene che non ho segreti per voi.
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132. Una parola di copclusione. — Eccoci alla
fine del nostro piccolo viaggio d'iniziazione.

Se ne avete seguite le tappe con metodo ed avete
ritrovata voi stessi 1a soluzione dei numerosi esercizi
per voi risolti, spero che senza darvi troppa pena
avrete imparato quaiche cosa ed assimilate molte
nozioni utili.

Dovete ora essere in grado di leggere con profitto
non importa qual trattato di matematiche gene-
rali o speciali, il cui studio diretto vi avrebhe forse
disanimati,

Fotse talune delle mie dimostrazioni vi saraunnc
sembrate poco tigorose, ma se le gindicate vuol dire
che le avete lette ed in questo caso i mio scopo &
raggiunto poiché voleve propric soltanto farmi
leggere,

Al contrario di molti autori illustri non petso che
clascun teorema richieda una dimostrazione unica
d’un tigore cosi assoluto, d'una precisione cosi pet-
fetta da proibire qualsfasi altrc linguaggio,

Penso che la pegglor dimostrazione per un dato
lettore ¢ quella che in tre righe lo spinge a chindere
il libro ed a disgnstatlo una volta per sempre.

Se a prezzo di qualche lacuna che i vostri studi
ulteriori vi permetteranno facllmente di colmare
sono riuscito a farvi amare le matematiche, se ho
potuto farvi intravvedere qualche cosa della loro
incontestabile beilezza, se questo libretto vi ha dato
il desideric di spingere i voatri studi piu in alto e pia
lontano, mi considererd contento e le critiche dei
puristi mi lasceranno indifferents.
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Non per essi ho scritto questo lavoro che ho vo-
luto sitnare esattissimamente al livello del buon
senso, Quanti se ne stimano superiori che ne somo

gemplicemente al di 1a!
Troverete qui appresso una tabella delle formole

pitt comund di derivazione e integrazione.
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FORMULE USUALI
DI DERIVAZIONE ED INTEGRAZIONE

FUNZIONT
X
ax
At
xﬂi
as

w4 v—1¢

f {w}

DERIVAZIONE
DERIVATE
Yy =1
y' = a
y = 2x
y’ = mgh—?
¢ = aw
¥=u +v'—7
¥ = u'v 4 w'
¥ = w'vl + w't 4 unvt
, o’ — '
Yy = '—“;;**-
: —1
Y=
, 1
y = —z—v—x_'
Yo W
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N

e®

£C*

art

Inx

log, =

SEN ¥

Cos x

tg »
Aarc sen ¥

arc cos x»

aic g ~

’_,—v
y_ 2 4/%
l_-e“
’= Csc"
‘= a%lnag
g L
4
s I
¥ #lna
¥ = cos &
y'= — sen x»
f___ I 2
v = cos’xegl-*- tgt
L
A E— &f
Y o= e
ey
o1
I+ 3

INTEGRAZIONE INDEFINITA

f(u-l—o—-f)dx

[ w'dz

I

I

f wdy + J' vdx —- fida
U — _[u’mix
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J‘dx::x 4+ C

dx
- I‘—m—-——:]nx'l-c
£ .

: dx 1
1 T = o= e + Cc
x3 x
! dx /P4 C
- —_——— ZalX
vy
a=
[a“dx =4
Ina

b
Ie”dx:é" + C

ftgrds=—1lncosx + C

dx x
i —=Intg— 4+ C
r senx 2

-
[senxdx=z
L

L 4

2

& 4 pri 4
f sentmy dy — ~—
° 2

w .
I' e~y — 1

b1
senty dy — —-
@

[senz dzx = —cosx 4+ C

j'cosxdx=sen3 + C

1/1":_._5.‘:'
dx
————=arctgs 4+ C
1 +

dx

cost x

dx
’———-——-:_—-—cotgx-i- C
sENt % '

dx
]-——-———— —arcsens + C

=ftgs 4+ C

_footgx dr=Insenx + C

dx ] *
[——-—-=ln tg [-—- + —~] +C
oS ¥ F 2

INTEGRAZIONE DEFINITA

°  dx n

e T4+ 22 2

+1





